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PRÉFACE 



Ce petit Ouvrage est divisé en deux Livres, consacrés 
I respectivement à la Cinématique théorique et aux Méca- 
nismes. 
j Dans le premier Livre, fai tenu à séparer, plus nette - 

M. ment peut-être qu'on ne le fait d'ordinaire, Vétude des 
déplacements finis et celle des mouvements continus. La 
^ première est purement géométrique. La seconde fait appel 
f^ à une connaissance élémentaire de la Géométrie analy- 
' tique et de V Analyse infinitésimale, telles qu'on lesensei- 
^ gne dans les classes supérieures des lycées et les cours 
J" de Mathématiques générales des Facultés. Le programme 
^ de Mathématiques comportant les éléments de la Ciné- 
\ matique, fai pu me borner à un résumé ra/pide, en ce 
^ qui concerne les propriétés fondamentales du mouvement 

d'un point. 
X Je fais quelque usage du Calcul vectoriel. Comme ce 

% calcul n'est pas encore classique en France, je lui ai 
^ consa^é une note que le Lecteur fera bien de lire en 
premier. J^ aurais été tenté de V employer plus systémati- 
quement et de substituer partout les formules vectorielles 
aux formules cartésiennes. Mais il eût pour cela fallu 
grossir la note dont il s'agit au point que V Ouvrage fût 
devenu en réalité un traité de Calcul vectoriel avec appli- 
cation à la Cinématique. Ce n'est pas là ce qui m'était 
demandé. 

Les propriétés géométriques du mouvement peuvent 
être rattaxihées à la théorie du déplacement et établies 

408624 



II PRÉFACE 

sans qu^ intervienne la considération^ du temps, Uava/n- 
tage est médiocre. Il m^a paru au contraire qu'on se pri- 
vait d'un précieux auxiliaire^ dans cette partie de la 
science qu^on a/ppelle souvent Géométrie cinématique^ en 
ignorant la vitesse et V accélération. 

Le Livre II est loin de constituer un traifé complet de 
Cinématique a/ppliquée. Je ne me suis attaché qu*aux 
mécanismes dont la théorie cinématique proprement dite 
présente un intérêt véritable. Pour une étude plus détaillée 
des organes de transmission des ma^ihines, le Lecteur' 
devra se reporter à des ouvrages spéciaux, tels que le 
livre du Colonel Jacob : Cinématique appliquée et Mé- 
canismes. 

•h 

I 

Raoul Bricard. 
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LIVRE I 
CINÉMATIQUE THÉORIQUE 



Chapitre I 
DÉPLACEMENTS 

1. Définitions. Objet de la Cinématique. — On appelle 
corps solide un ensemble de points dont les distances 
mutuelles sont invariables. Un corps solide peut occu- 
per une infinité de positions dans T espace. On appelle 
déplacement toute opération qui fait passer un* corps 
d'une position à une autre. Un déplacement résulte 
toujours, dans la pratique, d'un mouvement, au cours 
duquel le corps occupe une série continue de positions, 
depuis la position initiale jusqu'à la position finale. 
Un mouvement demande un certain temps pour être 
effectué et, pour le caractériser, il faut non seulement 
définir géométriquement la suite des positions occu- 
pées par le corps, mais en outre la loi de temps qui fait 
connaître l'instant auquel chacune de ces positions a été 
occupée. Un déplacement donné peut être réalisé par 
une infinité de mouvements différant entre eux, soit 
par leurs définitions géométriques, soit par leurs lois 
de temps. 

BRiCAibD. — Cinématique. 1 



2 CINÉMATIQUE 

La Cinématique a pour objets l'étude des déplace- 
ments et celle des mouvements. Nous commencerons 
par les déplacements, ce qui revient à étudier les rela- 
tions géométriques existant entre deux positions diffé- 
rentes d'un corps solide. Nous n'aurons pas à faire 
intervenir la considération du temps, qui est au con- 
traire essentielle dans la théorie des mouvements. 



A. DÉPLACEMENTS DANS LE PLAN. 



2. Figure plane de grandeur invariable. — Les lois 
du déplacement sont particulièrement simples quand 
le corps solide déplacé se réduit à un ensemble de points 
faisant partie d'un même plan {figure plane de grandeur 
invariable) et qu'en outre, cet ensemble de points est 
assujetti à rester dans un plan fixe. Il est avantageux 
de considérer comme faisant partie de la figure tous 
les points de son plan, et de les lui lier. On parvient 
ainsi à la notion d'i^n plan mobile glissant sur un plan 
fixe. 

Pour fixer un plan H glissant sur un plan fixe Ifo, 
il faut d'abord amener un de ses points M en coïnci- 
dence avec un point Mq, donné dans le plan II q. Cela 
étant fait, le plan II peut encore tourner autour du 
point Mq. Pour achever de le fixer, il faut faire en sorte 
qu'une certaine demi- droite issue de M et liée à II coïn- 
cide avec une certaine demi- droite donnée, issue de 
Mo dans Uq. 

Analytiquement, on peut considérer dans le plan II 
deux axes rectangulaires Ox, Oy, liés à ce plan. Pour 
fixer n, il suffit évidemment de définir la position de 
ce système d'axes par rapport à deux axes fixes OoOJo, 
Oo2/o- Pour cela, il faut connaître les deux coordonnées 

du point O et l'angle Oo^o»^-^» soit trois paramètres 
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DÉPLACEMENTS 



en tout. Ainsi, la position d'un plan mobile glissant 
sur un plan fixe dépend de trois paramètres. On dit aussi 
que le plan mobile peut prendre oo' positions. 

Un déplacement peut être considéré comme une 
transformation ponctuelle, faisant passer d*une figure 
à une figure directement égale, c'est-à-dire superposable 
à la première par un mouvement qui n'exige pas qu'on 
fasse sortir la figure de son plan. Mais on sait qu'il 
existe aussi dans le plan des figures inversement égales, 
qui ne peuvent être superposées que par un mouvement 
fait en dehors du plan : telles sont une figure et son 
empreinte laissée sur un papier buvard. On appelle 
retournement l'opération qui fait passer d'une figure à 
une figure inversement égale. Bien que l'étude des 
retournements n'appartienne pas à la Cinématique 
proprement dite, il y a lieu de les considérer à cause 
des commodités qu'ils donnent dans l'étude des dépla- 
cements. 

3. Translation, rotation, symétrie. — Parmi les dépla- 
cements et les retournements, il en est de particulière- 
ment simples qui jouent un rôle fondamental. Ce sont 
la translation, la rotation et la symétrie, dont les pro- 
priétés sont bien connues par la Géométrie élémen- 
taire, et d'ailleurs intuitives. 

1° Translation. — C'est un déplacement dans lequel 
une droite orientée du plan mobile conserve sa direc- 
tion et son sens. Il en est alors de même de toutes les 
droites orientées du plan mobile. Tous les vecteurs 
ayant pour origines les positions initiales et pour extré- 
mités les positions finales des points du plan mobile 
sont équipoUents entre eux. 

Pour définir une translation, il suffit de se donner 

un vecteur libre V; M^ étant la position initiale d'un 
point du plan, on obtiendra sa position finale M 2 en 



oonBtruiaant le vecteur MiM, équipollent à V. On peut 

représenter une telle translation par le aymbote T(V). 

2" Botation. — C'est un déplacement dans lequel un 
point du plan mobile occupe une position fixe O (centre 
de la rotation). Si Mi et Mj sont les positions initiale et 

finale d'un pomt, on a OMi = OMs, et l'angle M.OMj 
a une valeur indépendante du point considéré (angle 
de la Totaiion). 

Pour définir une rotation, il suffit de se donner le 
contre et l'angle 9 de la rotation, ce dernier à 2-k près, 
car une rotation de 2ti laisse évidemment une figure 
immobile. On représentera une telle rotation par le 
symbole R(0,8). 

3" Symétrie. — C'est un retournement tel que les posi- 
tions initiale et finale d'un point quelconque du plan 
mobile soient symétriques par rapport à une certaine 
droite D (aa>e de êymélrie). La connaissance de D suffit 
à définir une symétrie, qu'on représentera par le 
symbole S(D). 

4. Composition des déplacements et des retourne- 
ments. Généralités. — La translation, la rotation et 
la symétrie donnent trois exemples de déplacements 
et de retournements définis au moyen d'éléments 
fixes, c'est-à-dire indépendamment de la position initiale 
du plan viobile. Nous désignerons par les symboles D 
et p, affectés d'indices, des déplacements et des retour- 
nomeuts dont les définitions satisfont à cette condi- 
tion CI- 



|1) On peut considérer des déplacementa et des retourne- 
menta dimt la. définition, dépend de ta position initiale : par 
exemple, une rotation du plan mobile autour de la, position 
actuelle d'un de ses points. Pour de telles lois de déplacement, 
ce qui suit n'aurait pas de sens. 
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1 

Considérons le plan mobile dans une position initiale 
IIi et appliquons -lui le déplacement Di. Il prend alors 
une position Ha. Appliquons à celle-ci le déplacement Do. 
Le plan prend. la position Ils. On aurait pu passer direc- 
tement de lli à Ha par un certain déplacement D. On 
dit que D résulte de la composition des déplacements D^ 
et D, ou, plus brièvement, qu'il est le produit de ces 
déplacements, et l'on écrit symboliquement 

D = DiDg. 

Il est à remarquer que le produit DiDg est en généra 
distinct du produit DgDi (comme on le verra, par 
exemple, plus loin, pour le produit de deux rotations). 
On exprime c^ fait en disant que la multiplication des 
déplacements n^est pas en général une opération commu- 
tative{^). 

Le produit DiDgDg de trois déplacements est le pro- 
duit par Da du déplacement DiDg. Cette définition 
s'étend immédiatement au produit d'un nombre quel- 
conque de déplacements. On peut aussi composer (ou 
multiplier) les retournements entre eux, les déplace- 
ments et les retournements. On considérera par exemple 
un produit tel que DipipaDaDa- 

Si les multiplications de ce genre ne sont pas commu - 
tatives, en revanche elles sont associatives. On entend 
par là que, dans un produit de déplacements et do 
retournements, on peut remplacer plusieurs facteurs 
consécutifs par leur produit effectué, sans changer le 
résultat. 

Considérons en effet le produit DiDgDj, par exemple. 
appliquons à une position initiale lli le déplacement 



(1) Cela peut arriver exceptionnellement, et on en verra 
Texeinple. Quand la multiplication de deux opérations est 
commutative, on dit que ces opérations sont permutables. 



CINÉMATIQUE 

btient une position llj; à celle-ci appliquonsle 
lent Dj, on obtient nne poeition. Ili; à celle-oi 
us le déplacement J),. on obtient nne poai- 
En définitive, le produit DiD,D, a fait passer 
J,. Mais on aurait obtenu le même résultat en 
de 11, à n, par Di, et directement de ïlj à n< 
réduit DsD,. On peut donc écrire 

D,D,D, = D, (DsDj), 
établit, sur Texempie considéré, l'assertion 

simplifier l'écriture, on emploie la notation 
osants, quand plusieurs facteurs consécutifs 
duit sont égaux. On écrira par exemple 
D,D,D, = D/. 

.t arriver qu'un produit de déplacements ou 
rnements ramène le plan mobile fl sa poeition 
c'est le cas par exemple d'un produit de rota- 
même centre et dont les angles ont pour somme 
n tel produit de facteurs intervient dans un 
plus étendu, on peut évidemment le supprimer, 
est d'effet nul, de même que dans un produit 
ique, on supprime dos facteurs dont le pro- 
égat à l'unité. Cela conduit à représenter par 
>le 1 l'opération d'ejjel n-ul qui consiste à ne pas 
une figure. 

cemple, il est clair que si l'on opère deux fois 
une symétrie S par rapport à la même droite, 
me le plan mobile à sa position initiale. On 

S> = 1. 

rquons enfin, pour terminer ces généralités, 
roduit de déplacements et de retonrnementa 
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est un déplacement, si les retournements figurent en 
nombre pair dans le produit, et un retournement, dans 
le cas contraire. En effet, un retournement fait passer 
d*une figure à une figure inversement égale, donc deux 
retournements ramènent à une figure directement 
égale à la figure initiale, etc. 

5. Composition des translations, des rotations et des 
symétries. — l^ Composition de deux translations. — 

Soient les deux translations T(Vi) et 

T (Va), représentées respectivement par 




Fig. ]. 



les vecteurs V^ et Vg (fig. 1 ), qui ont été 
portés à la suite Tune de l'autre. 

Il est évident que le produit de ces 
deux translations est la translation re- 

présentée par le vecteur Vi + V2. On 
peut donc écrire / 

T(Vx) T(V,) = T(V^ + vl). 



L'addition des vecteurs est une opération commu- 
tative, c'est-à-dire que l'on a. 



Vi H- V, = Va + V,. 



On a donc aussi 



T(V;)T(T,) 



T(^)T(V,). 



Ainsi la multiplication des translations est commu- 
tative. 

2° Oom/position de deux symétries. — Soient les deux 
symétries S(Di) et S (Dg), ayant pour axes respectifs 
les droites D^ et Dg (fig. 2). 
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Soient M^ un point quelconque, Mjj son symétrique 

par rapport à Di, M, le sy- 
métrique de Mg par rapport 
à Dj. Le produit a(Di)S(Da) 
amène Mi en Ms- Deux cas 
sont alors à distinguer : 

a) Les droites D, et D< ne 
sont pas parallèles, — Soit O 
leur point de rencontre 
(fig. 2). On a les égalités 

OMb = OM2 = OMi 

M1OM2 = 2D1OM2 , MgOMs = 2M2OD2, 
d'où 

MiOMs = 2D1OD2. 

De là résulte que V opération S(DJ S(D2) est d* effet 
identique à celui de la rotation de centre et d* angle 

2DiOD,. On écrira 

S(Di)S(D2) = R (0, 2D1OD2). 

Eéciproquement, ime rotation R(0,a) peut être, 
d*ime infinité de manières, considérée comme étant le 
produit de deux symétries dont les axes passent par 

le point et font entre eux T angle - • 

On peut prendre pour l'un de ces axes ime droite 
quelconque passant par le point 0. 
Le produit S(Da)S(Di) est identique à la rotation 

R(0, 2D2OD1), de même centre et de même angle que 
la précédente, mais de sens opposé. Ainsi la multipli- 
cation des symétries n'est pas commutative, en général. 
Cependant, si les axes de deux symétries sont rectan- 
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gulaires, les produits sont deux rotations de même 
centre et d'angles égaux respectivement à + tt et à — tt, 
rotations d'effet identique, comme on le voit immédia- 
tement. Donc, la multiplication de deux symétries dont 
les axes sont recta/ngulaires est commutative, 

h) Les droites D^ et D^ sont parallèles (fig. 3). — On 
reconnaît immédiatement que, , 
dans ce cas, le produit S(Di) * 3 
S(Dj) est Mne tra/nslation dont i n 

I 2 

le vecteur est le double d'une I 

perpendiculaire commune à î__2 q 

Di et D2 (le sens étant celui ;i^ 

de Di vers D2). Réciproque- ! 

ment, une translation peut être pig. 3. 

considérée, d'une infinité de 

manières, comme étant le produit de deux symétries 

dont les axes sont parallèles. 

30 Composition de deux rotations. — Il est d'abord 
évident que le produit de 
deux rotations de même 
centre R(0,a) et R(0,p) 
est la rotation R(0,a + p). 

Ce cas écarté, considérons 
deux rotations de centres dif- 
férents R(Oi,ai) et R(02,a2) Fig. 4. 
(fig. 4). 

Menons la droite O1O2 ou D2, puis par Oi une droite Dj 
et par 0, une droite D,, telles que l'on ait 

I>iOiD2 = j . D2O2D3 = Y • 

On a, en tenant compte du résultat obtenu au 2°, a, 
régaUté 

B(Ôi,ai)R(02,a2) = S(Di)S(D2)S(D2)S(D3) - S(DJS(D8), 
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car le produit S(D2)S(D2) = S»(D2) est égal à 1 (n^ 4). 
Deux cas sont alors à distinguer : 

a) Les angles a^ et as ne sont pas éga/ux en valeur 
absolue et de signes contraires. — Alors les droites Di 
et D, ne sont pas parallèles et se rencontrent en un 
point 0. On a alors (2o,a) 

S(Di)S(D3) = R (0, 2DiOD,). 

Donc le produit de deux rotaiions est en général une 
rotation, 

h) Les angles a^ et ol^ sonl égaux en valeur absolue et 
de signes contraires. — On dit alors qu'on a affaire à un 
couple de rotaiions. Les droites D^ et Ds sont parallèles, 
et le produit S(Di)S(D,) est une translation {2°,b). 
Ainsi un couple de rotaiions est équivalent à une trans- 
lation. 



4® Composition d'une tram,slation et d'une rotation. — 
Soient la translation T(V) et la rotation R(0,a) (fig. 5). 




Fig. 5. 



La translation T(V) 
peut être remplacée par 
le produit de deux sy- 
métries S(Di), S(D,), la 
droite Dg étant choisie 
de manière à passer par 
le point 0. La rotation 
R(0,a) peut être rem- 
placée par le produit 
S(D2)S(D8), Da passant 

par et Pangle DgODg 



a 



étant égal à ~- L'angle a étant différent de zéro, D» 
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rencontre Di en un point 0'. On a la suite d'égalités 

T(V)R(0,a) = S(D,)S(D,)S(D,)S(D,) = S(D,)S(Da) = 

= E(0',a) 

* 

Ainsi, le produit d'une translation par une rotation 
est une rotation dont Va/ngle est égal à celui de la première. 
On verrait qu'il en est de même du produit d'une 
rotation par une translation. 

6. Forme canonique d'un déplacement. — Consi- 
dérons un déplacement amenant le plan mobile d'une 
position IIi à la position II 2 et soient M^ et Mg les deux 
positions correspondantes d'un même point. Pour 
amener le plan de la position [T, à la position Flg, on peut 

d'abord le soumettre à la translation T(MiM2) qui 
amène M^ en Mg. Le plan mobile occupe alors une 
position rii'. Si IIi' coïncide avec Hg, c'est que le dépla- 

cément considéré n'est autre que la translation T(MiM2). 
Dans le cas contraire, une certaine rotation R(M2,a) 
amènera IIi' à coïncider avec II2. Le déplacement consi- 
déré est donc équivalent au produit d'une translation 
par une rotation, c'est-à-dire à une rotation {n9 5, 40). 
On peut donc énoncer le théorème fondamental sui- 
vant : 

Tout dépla>cement, dans le plan, peut être obtenu par 
une rotation ou par une translation. 

Le cas général est celui de la rotation. 

La réduction d'un déplacement à une translation 
ou à une rotation ne peut être faite que d'une seule 
manière (ce qui ne résulte pas de la démonstration 
donnée, où intervient un point arbitraire du plan 
mobile). On reconnaît en effet immédiatement que deux 
translations ou deux rotations ne peuvent être équiva- 
lentes que si elles sont identiques. 
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canonique d'un retournement. — Soient 
II positions telles que l'on passe de'l'uno 
un retournement p. M, et Mj les pofiitiomj 
coTTespondautes d'un 
même point {ïig. 6). 
Soit Di la perpen- 
diculaire élevée àJtiM, 
en son milieu. Appli- 
quons à n, la symé- 
trie S(Di). Nous obte- 
nons une position n,', 
directement égale àlli, 
et qui peut être ame- 
née en coïncidence 
avec cette dernière 
d'angle nul ou non. 
ton peut être remplacée par le produit de 
.ries S(Di)S{D,), Dj étant prise perpendiou- 
On a 

p = S(D,)S(D,)8(D,) 

lit des deux premiers facteurs peut être 

ar le produit S(D,')S(D,'), l'angle I>,',D/ 

, de même sommet que l'angle Di,Dj, et 
oit perpendiculaire à D,. On a ainsi 

p = S(D,')S(Dj')8{D3). 

multiplication de deux symétries dont les 
jctangulaires est oommutative (n" 5, 2°, a). 



Fig. 6. 
tation de centre M; 



. p = S(D,')S(D.')S(D,}. 
, sont parallèles. Le produit S(D,')S(D,) 
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est donc une translation T, perpendiculaire aux axes 
Di', Da et par conséquent parallèle à Dg'. On a finale- 
ment 

p = S(D,')T. 

Ainsi, tout retournement peut être obtenu par une 
symétrie, suivie d'une tra/nslcdion pa/rallèle à Vaxe de cette 
symétrie (cette translation peut exceptionnellement 
être nulle). 

On reconnaît aisément que cette symétrie et cette 
translation sont permutables. 

Il est encore facile de conclure du théorème relatif 
à la forme canonique d'un retournement la proposition 
suivante : Quand deux figures d'un même plan sont 
inversement égales, les segments ayant pour extrémités 
deux points correspondants des deux figures ont tous 
leurs milieux sur une même droite, 

B. DÉPLACEMENTS DANS L'BSPACE. 

8. Généralités. — Comme pour l'étude des déplace- 
ments dans le plan, il est avantageux de considérer 
comme faisant partie d'un corps solide tous les points 
de Tespace, liés à ce corps. On parvient ainsi à la notion 
d'un espace mobile en lui-même. Nous conserverons 
cependant l'expression de corps solide ou, plus simple- 
ment, de corps. 

Pour fixer un corps, il suffit de fixer trois axes Ox, 
Oy, Oe formant un trièdre trirectangle et liés à ce corps. 
Pour cela, il faut se donner les trois coordonnées du 
point par rapport à des axes fixes OoOJo, Ont/o» Oq^o ^t 
les directions des axes Ox, Oy, Oz. On sait, par la géo- 
métrie analytique, que ces directions dépendent do 
trois paramètres (qui seront, par exemple, ce qu'on 
appelle les amgles d'Euler). En tout, la position d'un 
corps dépend de six paramètres. 



CINÉMATIQUE 

i des déplacements, qui font passer d'une figure 
^uTe direetemefit égale, il y a lieu, comme dans 
de considérer las retournements, qui font passer 
j;ure à une figure inveraement égale, comme le 
corps quelconque et son image dans un miroir, 
îbserver que deux figurée planée invereement 
iuvent être superposées, à la condition de faire 
no des figures de son plan pour l'y faire rentrer, 
ut dit qu'un retournement plan peut être 
}ar un mouvement dans l'espace. Au contraire, 
irnement dans l'espace ne pent être obtenu 
an mouvement réalisable (il faut invoquer un 
symbolique par l'espace à quatre dimensions). 
ione par un abus de langage que noue parlerons 
positions d'un corps, quand il faut un retour, 
pour passer de l'une à l'autre. 
jislatlon, rotation, renversement, déplacement 
d, inversion plane. — Ce sont les opérations 
(déplacements, à l'exception de la cinquième, 
in retournement), qui jouent un rôle fondanaen- 
I la théorie des déplacements dans l' espace : 

anslation. — C'est un déplacement dans lequel 
ts droites orientées du corps mobile conservent 
eotions et leurs sens. Tous les vecteurs ayant 
gines les positions initiales des points et pour 
,é& leurs positions finales sont équipoUents à 

le vecteur V, qui suffit à définir une transla- 
lUB repréeenterons encore cette translation par 



'talion.. — C'est un déplacement dans lequel 
points d'une certaine droite (axe de rotation) 
fixes. Le dièdre ayant pour arête l'axe de 



DÉPLACEMENTS 15 

rotation, et dont les faces passent respectivement par 
les positions initiale et finale d'un point du corps, 
.a une valeur a qui est la même, quel que soit le point 
considéré (cmgle de rotaiian). Nous représenterons une 
rotation d'axe X et d'angle a par^la notation K(X,a). 
Pour qu'une rotation soit définie sans ambiguïté par 
son angle et par son axe, il convient que ce dernier soit 
orienté {Voir la Note I). 

30 Benversement, — C'est une rotation dont l'angle 
est égal à tt. Il est clair que les positions initiale et 
finale d'un point sont symétriques par rapport à l'axe, 
en sorte qu'un renversement n'est autre chose qu'une 
symétrie par rapport à une droite : une telle symétrie, 
qui, dans le plan, est un retournement, est donc, dans 
l'espace, un déplacement. 

Nous représenterons un renversement d'axe X, 
comme il est naturel, par la notation R(X,7c). 

Il est à remarquer qu'un renversement, effectué 
deux fois de suite par rapport à la même droite, ramène 
une figure à sa position initiale. Autrement dit le carré 
d'un renversement est égal à V unité. 

Il n'est pas nécessaire d'orienter Taxe d'un renver- 
sement pour le définir sans ambiguïté. Cela revient 
à dire qu'une rotation d'angle + tu et une rotation 
d'angle — ic sont équivalentes, ce qui est évident. 

40 Déplacement hélicoïdal. — C'est un déplacement 
dans lequel une droite du corps mobile reste en coïnci- 
dence avec elle-même, sans qu'il en soit de même, en 
général, pour les points de cette droite (axe du déplace- 
ment hélicoïdal). On appelle aussi un tel déplacement 
déplacement de verrou. L'expression de déplacement 
hélicoïdal provient de ce qu'un déplacement de cette 
sorte peut être obtenu par un mouvement, dit lui- 
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même hélicoïdal, dans lequel tous les points du corps 
mobile décrivent des héUoes. 

Il est clair qu'un déplacement hélicoïdal peut être 
obtenu par une certaine translation parallèle à l'axe, 
suivie d'une rotation autour de cet axe (on peut inter- 
vertir les deux opérations). Si l est la grandeur du 
vecteur de la translation, a l'angle de la rotation d'un 
déplacement hélicoïdal d'axe X, nous représenterons 
ce déplacement par la notation H (X, l, a). Pour qu'il 
soit défini sans ambiguïté, il convient que l'axe X soit 
orienté. Le déplacement hélicoïdal comprend comme 
cas particuliers la translation (a = 0) et la rotation 
(l = 0). 

5^ Inversion flcme. — C'est un retournement, dans 
lequel les positions initiale et finale sont symétriques 
par rapport à un plan P, qui suffit à définir une inver- 
sion plane. Nous représenterons celle-ci par la nota- 
tion I(P)., Le plan P sera dit plan fondamental de 
l'inversion plane. Il est clair que le carré d'une inver- 
sion plane est égal à l'unité. 

10. Composition des déplacements et des retourne- 
ments. — Les définitions données au n® 4 restent appli- 
cables sans modifications à la composition des dépla- 
cements et des retournements dans l'espace. 

Nous allons passer en revue un certain nombre d^ 
coippositions particulièrement importantes : 

1° Composition de deux translations. — Le résultat 
obtenu au n» 5, V\ reste valable : le produit de deux 
translationsiip définies respectivement par les vecteurs 

Vi et Vg, est la translation définie par le vecteur 



Vi 



V, 



> 



T(V.)T{V,) = T(V, + V,) . 



wr^' 
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2® Composition de deux inversions pleines. — Soient 
les' deux inversions planes I(Pi) et I(Pa). Le raisonne- 
ment est identique à celui du n® 6, 2°, concernant la 
composition des symétries dans le plan. Deux cas sont 
à distinguer : 

a) Les phms P^ et Pj ne sont pas parallèles. — Soit X 
leur droite commune.* Le produit des deux inversions 
planes considérées est une rotation d'axe X et dont 
l'angle est le double de celui du dièdre formé par les 
plans Pi et Pg. On écrira 

I(PJI(P,)= R(X,2PiXP,) (M. 

Réciproquement» une rotation peut être considérée, 
d'une infinité de manières, comme étant le produit 
de deux inversions planes, dont les plans fondamentaux 
passent par Taxe de la rotation. On peut prendre pour 
l'un de ces plans fondamentaux un plan quelconque 
passant par l'axe. 

En particulier, un renversement est le produit de deux 
inversions planes dont les plans fondamentaux sont 
rectangulaires. Ces deux inversions planes sont évidem- 
ment permutables. 

h) Les plam,s Pj et Pg sont parallèles. — Alors le pro- 
duit I(Pi)I(P2) est la translation dont le vecteur est 
le double d'une perpendiculaire commune aux plans 
Pi et Pj, orientée de Pi vers Pa- Réciproquement, une 
translation est, d'une infinité de manières, le produit 
de deux inversions planes dont les plans fondamentaux 
sont parallèles. 



y 

(1) Bien que Taxe X ne soit pas orienté, la rotation 

B(X,2PiXP2) est déânie sans ambiguïté. En effet, l'angle 

PjXPa étant évidemment défini à tt près, l'angle 2P1XP2 
l'eât à 2'it près. 

Bbicabd. — Cinématique. . 2 
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Z^ Gomposition de deux rotations dont les axes sont 
dans un même pîam. Soient B (Xi, oii) et B (Xt, a,) deux 
telles rotations. 

Désignons par Pj le plan (Xi,Xs), par P^ un plan 

mené par Xi tel que PiXiPg = j;^u par P3 un plan 
mené par X2 tel que P^X^P, = -z a^. On a 

R(Xi,a,)R(X.,aJ = I(P,)I(P,)I(P,)I(P,) = I(Pj)I(P3).- 

Cela posé : 

a) Si Xi et X^ ne sont pas parallèles (fig. 7), les plans 
Pi et Ps se coupent suivant une droite X passant par 
le poini commun à Xi et X,, et l'on a 



I(PJI(Pa) = B(X,2P,XP8), 



d'où 



R(Xi,aJR(X2,a2) = R(X,2PiXPs). 




Fig. 7. 



Ainsi, I0 produit de deux 
rotations à axes concourants 
est une rotation dont Vaxe con- 
court avec les deux premiers, 

b) Si Xx et X2 sont pa- 
rallèles, les plans Pi et Pj 
peuvent ne pas être paral- 
lèles et ils se coupent alors 
suivant une droite X parallèle 
à Xi et Xg. On a encore 



R(Xi,ai)R(X2,a,) = R(X,2PiXP8). 

c) Si enfin X^ et Xg étant parallèles, les plans Pj 
et Pa le sont aussi, le produit R(Xi,ai)R(Xt,a2) est une 
translation. 



% 
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En définitive, le produit de deux rotations à axes 
concourants ou parallèles est une rotation, exception- 
nellement une translation. 

4^ Composition d'une rotation et d'une translation 
parallèle à Vaxe de cette rotation, — Soient la rotation 

R(X,a) et la translation T(V), le vecteur V étant paral- 
lèle à X et ayant la longueur L 

Il est évident, d'après la définition même d'un dépla- 
cement, hélicoïdal, que le produit R(X,a) T(V) est égal 
à H(X,Z,a). Il en est de même du produit T(V)R(X,a) ; 

50 Composition de deux renversements. — Soient les 
renversements R(Xi,7r) et R(X2,w). Nous distinguerons 
' deux cas : 

a) Xi et Xj sont parallèles. — Les renversements sont 
des rotations particulières, et Ton se trouve ici dans le 
cas examiné au 3°, c. En effet, en reprenant les nota- 
tions adoptées, les plans Pi et P3 sont deux plans 
menés , perpendiculaire- 
ment au 'plan Pg, par 
deux droites parallèles. Ils 
sont donc parallèles. Par 
conséquent, le produit de 
deux renversements dont les 
axes sont parallèles est une 
tra/nslaiion. 

h) Xi et X2 ne sont pas 

parallèles (ils peuvent con- 

îourir ou non). — Soient 

X leur perpendiculaire 

ommune (fig. 8), ï la longueur de cette perpendiculaire 
jommune A^At (Z peut être nul), Qi le plan (Xi,X), 
^2 le plan (X^jX), Pi et Pg les plansjmenés perpen- 




Flg. 8. 



v. . . >■ 

-1 ■•'.• 






r> / 



■ir" 

,4- .■> 






««-. 



20 CINÉMATIQUE 

diculaîrement à X, respectivement par X^ et Xj. On 
a (2o,a) 

R(Xi,7r) = I(PJI(QJ , R(X„7r) = I(Qa)I(P2), 

d'où 

R(X„7r)R(X2,7r) = I(P,)I(Q0I(Q,)I(P,) 
= I(P,)I(P,)I(Q,)I(Q3), 

les interversions de facteurs introduites étant justifiées 
par le fait que le plan Pg est perpendiculaire à Qg et 
à Qi, et que deux inversions planes dont les plans sont 
rectangulaires sont permutables (2o,a). 




Le produit I(Pi)I(P2) est la translation T(2AiA2) ; 

le produit I(Qi)I(Q2) est la rotation R(X,2QiXQ2). 
Donc finalement 

R(Xi,7:)R(X2,7r) = T(2AiA2)R(X, 2QiXQJ 

= H(X,2Z,2QiXQ2), 

la dernière égalité résultant du AP, 

Ainsi, le produit de deux renversements est un déplace- 
ment hélicoïdal, ayant pour axe la perpendiculaire com- 
mune aux axes des renversements ; la longueur de la 
translation de ce déplacement est le double de la dista/nce 
de ces deux derniers axes ; V angle de sa rotation est le 
double de leur angle. 

Réciproquement, un déplacement hélicoïdal est, 
d'une infinité de manières, le produit de deux renver- 
sements dont les axes rencontrent tous deux à angle 
droit l'axe du déplacement considéré. L'un de ces 
axes peut être choisi arbitrairement, à cette oonditon 
près. 

Si les axes de deux renversements se rencontrent, 
la longueur l de leur perpendiculaire commune est 
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Fig. 9. 



nulle, et le déplacement hélicoïdal qui est leur produit 
se réduit à une rotaiion. Réciproquement, toute rota- 
tion est, d'une infinité de manières, le produit de deux 
renversements. 

6^ Gom^osition de deux déplœements hélicoïdaux (un 
de ces déplacements, ou tous 
les deux; pouvant se réduire, 
soit à une translation, soit à 
une rotation). Soient les deux 
déplacements H ( Xj ,Zi , aj ) et 
H(X„Z2,a2) (fig. 9). 

Construisons la perpendicu 
laire commune Yg à X, et Xj 
(ou l'une des perpendiculaires 
communes, si X^ et Xa *sont 
parallèles). On peut, d'après 

le 5°, mener à Xi une perpendiculaire Y^ telle que 
l'on ait 

H(X„Z„oti) = R(Y„7r)R(Y2,7r), 

et mener à Xt une perpendiculaire Yg telle que l'on ait 
H(X2,Z„a,) = R(Y„7u)R(Y8,7r). 

Soit enfin X la perpendiculaire commune à Yi,Y3 
(ou l'une de leurs perpendiculaires communes, si Y^ et 
Y, sont parallèles). On a 

H(Xi,ïi,aJH(X„î„oc,) = R(Yi,7r)R(Y2,7r)R(Y2,7r)R(Y8,7c) 

= R(Yi,7r)R(Y8,7r), 

a suppression de deux facteurs résultant de ce que 
e carré d'un renversement est égal à l'unité (n^ 9, 3^) ; 
n a ensuite, d'après le 5°, 



R(Yi,7r)R(Ya,7r) = H(X,2,a), 
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I étant le double de la plue courte diatance de Y, 
et Yi et u le double de l'angle de ces deux droites. 
Exceptionnellement I on te penvent être nuls. 

Ainsi, le produit de deux déplacements Jiélicoidaiwx 
(pouvant être réduits à des translation» ou à des rota- 
tion», isoUment ou tov,» les deux) est un déptacement 
hélieoïdaî, exceptionnellement une rotation ou une Irans- 
lation. 

Ce résultat général comprend tous ceus qui ont été 
établis préalablement dans le présent numéro, sauf celui 
qui concerne la composition des inveiaions planes. 

11. Tonne canonique d'un déplaconent. — Soient 
n, et n, deux positions d'un corps. Nous distinguerons 
deux cas : 

a) On sait que les deux positions ont en eoniinun un 
point (fig. 10). — Soient alors It, et M, les deux 
positions, dans n, et Ilg, d'un 
même point du corps. Ou a : 
OM, = OM,. Soit Xi la perpen- 
diculaire commune à OM,,OM,. 
Il existe une certaine rotation 
R(X,,x,), amenant OHi à coiia- 
cider avec OM,. 

La rotation BfXi.a,) fait pas- 
ser de la position ll^ à la posi- 
tion 11'. Si celle-ci coïncide avec 
n„ c'est que le déplacement 
considéré se réduit à la rotation 
i contraire, une certaine rotation 
R{OM„a,), d'axe OM,. fait passer de 11/ à H,. On passe 
donc de H, à II, par le produit des rotations R(X„ix,), 
R{OMs,a,). Ce produit est équivalent à une rotation 
unique R(X,a) dont l'axe X passe par le point O 
(n" 10, 3"). En définitive : 

Quand deux positions ont un point eonitnun O, on peut 




Pig. 10. 



R{X„i,). Dat 
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passer de Vune à Vautre par une rotation dont Vaace X 
pa^se par le point 0. 

Il convient de remarquer que les deux positions 
ont en commun, non seulement le point 0, mais encore 
tous les points de Taxe X. 

b) On ignore si les deux positions ont un point commun, 
— Soient Ml et Mg les positions, dans IIi et Ha, d'un même 
point du corps. Considérons une droite Xi quelconque 
appartenant au plan élevé perpendiculairement au 
segment M1M2 en son milieu (fig. 11). Il existe une 
rotation R(Xi,ai) qui amène Mi 
en M2. Appliquons-la à la posi- 
tion IIi. Le corps vient occuper 
une position Ui ayant en com- 
mun avec n, le point Mg. Si IIi' 
est identique à Ils, c'est que le 
déplacement considéré se réduit 
à B(Xi,ai). Sinon, on peut pas- 
ser de IIi' à IIj par une rotation Fig. 11. 
K(X29^2) dont Taxe X2 passe 

par Mf Le déplacement considéré est alors équivalent 
au produit R(Xi,ai)R(X2,a2)» c'est-à-dire en général à 
un déplacement hSlicoïdal (n^ 10, 6°), exceptionnelle- 
ment à Tme translation ou à une rotation. Ainsi : 

Un corps peut toujours être amené d'une position à une 
autre par un déploÀiement hélicoïdcdf exceptionnellement 
par une tra^slaUon ou pa/r une rotation. 

Tel est le théorème capital de la théorie du dépla- 
cement d'un corps. Il est facile de reconnaître que 
deux déplacements hélicoïdaux équivalents sont iden- 
tiques, et que par conséquent la réduction d'un dépla- 
cement à un déplacement hélicoïdal ne peut être fait 
que d'une seule manière. 

12. Fonne canonique d'un retournement. — Soient 
Ui et lia deux positions, telles que l'on passe de l'une 
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à l'autre par un retoumement. Mi et Mg étant, dans 
ces deux positions, les positions d'un même point du 
corps, considérons le plan P^ élevé perpendiculairement 
à MjMa en son milieu (fig. 12). Appliquons à Mi l'inver- 
sion plane I(Pi), nous 
obtenons une position Di' 
directement égale à II2 et 
ayant en commun avec 
cette position le point Mg. 
On peut passer de IIi' à 
ïli par une rotation dont 
Taxe X passe par Mg, et 
cette rotation peut elle- 
même être remplacée par 
le produit de deux inver- 
sions planes l(Pi), l(Pz)f 
le dièdre (Pg,?») ayant 
pour arête X. On choisira 
comme plan Pg le plan mené par X perpendiculairement 
à Pi (ou un plan quelconque passant par X, si X est 
perpendiculaire à Pi). Le retournement considéré est 
donc équivalent au produit I(Pi)I(P2)I(P8), Pi et P^ 
étant rectangulaires. 

Nous pouvons ensuite, sans changer le produit 
I(Pi)I(Pa), remplacer P^ et P, par deux plans P^' et Pg', 
également rectangulaires et formant un dièdre de même 
arête que (P^jPg), et faire en sorte que Pg' soit perpen- 
diculaire à P3. On a ainsi, comme expression du retour- 
nement considéré, I(P/)I(Pa')I(P,), P/ et Pj étant 
perpendiculaires à P,'. 

Comme deux inversions planes dont les plans fonda- 
mentaux sont rectangulaires sont permutables, on 
peut écrire le produit précédent I(Pa')I(Pi')I(P8). Le 
produit des deux derniers facteurs est en général une 
certaine rotation d'axe X', R(X',a). On a donc mis 



r^ 
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finalement le retournement considéré sous la forûie 
I{P'2)R(X',a)) Taxe X' étant perpendiculaire à P',, 
comme droite commune aux plans Pi' et Pa, tous deux 
perpendiculaires à P'g- Ainsi : 

Tout retournement peut être obten/u par une inversion 
plane suivie d'une rotation cmtour d*un axe perpendi- 
culaire au plan fondamental de cette inversion pla/m (^). 

On reconnaît facilement que cette forme canonique 
d*un retournement donné est unique. Il est évident 
aussi que Tinversion plane et la rotation sont permu- 
tables. Enfin le théorème obtenu a cette conséquence 
immédiate : Quamd deux figures sont inversement égales^ 
tous les segments ayant pour extrémités deux points 
homologues des deux figures ont leurs milieux da/ns un 
même pla/n, 

t 

EXERCICES 

1. Trois positions IIi, Ilo, 1X3 d'une figure plane mobile 
dans son plan sont en général symétriques d'une même 
position, respectivement par rapport à trois certaines droites. 

2. Considérer toujours les trois positions Hi, Ilo, II3. 

à) Quel est, dans n^, le lieu des points qui sont en ligne 
droite avec les points correspondants de 112 et de Us? 

6) Quelle est, dans IIi, l'enveloppe des droites qui concourent 
avec les droites correspondantes de Ilo et de Us? 

3. Un plan mobile glisse sur un plan fixe de telle manière 
que deux de ses droites passent chacune par un point fixe. 
Montrer que le centre de la rotation^ qui fait passer de l'une 
quelconque des positions de ce plan mobile à une autre position 
quelconque appartient à un certain cercle fixe. 

4. Trois positions quelconques d'un corps mobile dans 
l'espace proviennent en général d'une même position par 
trois renversements convenables. 



(Ij La démonstration suppose que P^' et P5 ne sont pas 
parallèles. S'ils Tétaient, la rotation serait remplacée par une 
translation parallèle au plan de l'inversion plane. 



n 
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5. IIi et II, étant deux positions d'un corps mobile dans 
l'espace, quel est, dans IIi, le lieu des points qui sont à une 
distance donnée des points correspondants de IIj? 

6. Si l'on considère une figure de grandeur invariable 
constituée par des points en ligne droite, on peut, étant données 
deux positions quelconques de cette figure, passer de l'une 
à l'autre par une simple rotation (exceptionnellement par 
une translation). 

Ayant démontré ce théorème, en conclure que tout déplace- 
ment d'un corps solide peut être obtenu, d'une infinité do 
Taanières, par deux rotations. 



r^ 
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Chapitre IJ^ 
MOUVEMENT ITUN POINT (^) 



13. Expressions analytiques. — Soit M un point 
mobile dans 1* espace. Sa position seïa définie à chaque 
instant, si ses coordonnées (a?, y, z), par rapport à , 
trois axes (que nous supposerons former un trièdre 
trirectangle, bien que ce ne soit évidemment pas indis- 
pensable), sont trois fonctions données du temps f, 
compté à partir d'un certain instant initial : 

X = /(«), y = g(t), z = h(t). 

Ces équations définissent, au moyen du paramètre t, 
une courbe qui est dite la trajectoire du point M. 

Nous supposerons que f{t), g(t) et h{t) sont des fonc- 
tions continues, ayant des dérivées premières et se- 
condes. 

14. Vitesse moyenne et vitesse instantanée. — Au 
temps t + At, le point mobile est venu en un point 
M' dont les coordonnées x + ^^» V + Ay, z -{- àjs sont 
données par les formules 

x + Ùix = f(t + 'M), y-\-ly=g(t + àt), 

z -{- ^z = h(t -\- M). 



Le vecteur MM' a pour projections sur les axes 



(1) Comme il a été dit dans la Préface, ce chapitre consti- 
tue un résumé rapide de propriétés dont on suppose une cer- 
taine connaisi^ance chez le lecteur. 



^ 
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MM' 

Ax, Ay, A<2?. Le vecteur —- — » qui a pour projections 

Aa; Ay As? 

TT' TT' TT' est ce Quc Tou appelle le vecteur vitesse 

A< \t M 

moyenne du point mobile pendant le temps A^^ 
Quand A< tend vers zéro, les trois expressions précé- 
da; dy de ^ 

dentés tendent vers — » -^t — • Ce sont là les projec- 

dt dt dt 



tiens d'un certain vecteur V qui est dit vecteur vitesse 
(instcmtcmée) du point mobUe à l'instant t. 
Sa grandeur a pour expression 



V - ^(1)' + (I)' + (^) 



ds 
"dt 



en appelant « l'arc de la trajectoire compté à partir 
d'une origine quelconque. V est la vitesse du point M. 
V est supposé, dans cette formule, essentiellement 
positif. On peut aussi poser 

^ - dt' 

et considérer alors la vitesse V d'un point comme posi- 
tive ou comme négative suivant qu'il décrit sa trajec- 
toire dans un sens ou dans l'autre, le sens positif étant 
d'ailleurs arbitraire. 



Le vecteur vitesse V a pour cosinus directeurs 

1 dx dx dy dz 
y dt ds ds . ds 

Ce sont les cosinus directeurs mêmes de la tangente 
en M. Ainsi, le vecteur vitesse d'un point est tangent à 
sa trajectoire. C'est d'ailleurs évident géométriquement. 




-, r-^r 
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15. Hodo^aphe. — D'an point fixe, par exemple de 

r origine des coordonnées, menons à chaque instant 

-^ ->- 

un vecteur Ofx équipollent à V. Le point [x, qui a pour 

->• 
coordonnées les projections de V, 

^ dt ^' dt ^'"dt 

décrit une certaine trajectoire qui est dite Vhodographe 
du mouvement du point M. 

16. Accélération. — A chaque instant le point \l, qui 
décrit rhodographe suivant une loi bien déterminée, 

possède un vecteur vitesse W ayant pour projections 

'" dt ~~ dt*' ^*~ dt dt*' '~ dt " dt* 

Ce vecteur W est dit vecteur accélération du point M. 

17. Propriétés de l'accélération. Accélérations tan- 
gentielle et normale. — Nous appliquerons ici les for- 
mules de Frêne t, rappelées dans la Note II, à la fin 
de l'ouvrage, et nous emploierons les notations mêmes 
de cette notev 

On a, pour la composante Wx de l'accélération en M, 
la suite d'égalités 



_^ a-x a /axa8\ d ^ ,^^ dY ,^da 

W. = ^=^.(-^^)=^-(aV) = «-+V- 



d*x __ à /dx da" 
IF "dtXdis di , 



dY „ d(x ds 
dt ds dt 

ou enfin, d'après les formules de Frenet, 
! ,xr dY ,Y* 



'^^ 
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On a de même 

Ces formules s'interprètent ainsi : le vecteur W est 

la somme géométrique. de deux vecteurs, l'un Wt, ayant 
pour projections 

dY adY d\ 

a-—» \^-T-^ y-::-' 
dt ^ di ^ dt 



et l'autre Wn, ayant pour projections : 

V* V* V2 

^'r' Pr' ^r- 



W< a pour grandeur 



dY 



dt 



et, ayant pour cosinus direc- 



teurs a, p» y, est dirigé suivant la tangente MT. Wn a 

y2 
pour grandeur ~ et, ayant pour cosinus directeurs 

a', p', y'» est dirigé suivant la normale principale MN. 

->- 
(vers le centre de courbure). Wt est dit {vecteur) aceé- 

-> 
lération tangentielle et W„ (vecteur) accélération normale. 

Ainsi : 

Le vecteur accélération est la somme géométrique de 

deux vecteurs^ Vun, dit accélération tangentielle, dirigé 

suivant la tangente à la trajectoire et de gra/ndeur égale 

dY 
à -j-y VaAitrCy dit accélération normale , dirigé suivant la 
dt 
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normale principale à la trajectoire, vers le centre de cour - 

hure, et de grandeur égaXe à —• 

xi 

Le vecteur acoélératioii, somme de deux vecteurs qui 
appartiennent tous deux au plan osculateur à la trajec- 
toire, est lui-même dans ce plan osculateur. 



Quand la vitesse est constante, Wt est nul et F accé- 
lération se réduit à l'accélération normale. 

18. Mouvements particuliers. — 1° Mouvement recti- 
ligne uniforme. C'est le inouvement d'un point qui 
décrit une droite avec une vitesse constante. Les coor- 
données du point sont des fonctions linéaires du temps. 
L'accélération est constamment nulle. 

2° Mouvement circulaire. C'est le mouvement d'un 
point M qui décrit un cercle. Soient R le rayon du 
cercle, V la vitesse à un instant donné. On donne au 

V 

quotient ~ = w le nom de vitesse angulaire. Si I est le 

centre du cercle, l'angle cp que fait le rayon IM avec 
un rayon fixe IMo est une certaine fonction du temps. 
Si Ton désigne par s l'arc MqM, on a 



__ ds Rdcp ,, , V dcp 



V2 

L'accélération normale a pour valeur — • == co^R. 

R 

Si la vitesse angulaire o) (et par suite la vitesse V) 
est constante, le mouvement circulaire est dit uni- 
forme. 

Les formules suivantes seront utiles plus tard : 
Prenons deux axes rectangulaires Ox, Oy dans le plan 
même du cercle, et soient (Xi,Yi) les coordonnées du 



(2) 



= _a,«(aî — XJ— ^(y — Y.). 
d*y dx duy 

dii^'^H + Tt^''-^'^ 

= -a,«(y — Y,) + ^(a;— X,). 



Les formules (1) et (2) donnent les expressions des 
projections sur les axes des vecteurs vitesse et accélé- 
ration du point M. 



EXERCICES 

1. Si un point M se meut dans l'espace de telle manière 
que son vecteur accélération passe par un point fixe O : 
1° la trajectoire du point M est dans un plan qui contient 
le point O ; 2*^ l'aire balayée par le vecteur OM est une fonc- 
tion linéaire du temps {loi des aires). 
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point I, {x,y) celles du point M. Si l'on appelle <p l'angle 

Oa;,IM, on a 

a; = Xi + Rcos(p, 
y = Yi + Rsincp, 

d'oii, par dérivation, 

-=-RBm<p^=-a,(î,_Y.). 

dv do _, 

^= Rcoscp--i= b){x — Xi), 
dt dt 

puis, par une nouvelle dérivation, 

d^x dy du) 



r»-r — ^v -t 



[ 
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2. Etudier les mouvements de deiix points, sachant qu'à 
chaque instant le vecteur vitesse de chacun de ces points 
est équipoUent au vecteur accélération de Tautre. 

3. Un point M est animé d'un mouvement défini par les 
équations 

X = B, {(ùt — sin tùt)f î/ = B (1 — cos u>t), s «= 0, 

B et (1) étant des constantes. 
Construire la trajectoire du point M {cycloïde). 
Déterminer les vecteurs vitesse et accélération du poix^t M. 
Déduire de là des constructions géométriques de la tangente 

ot du centre de courbure de la cycloïde. 



Brioabd. — Cinématique. 



n 



Chapitre III 



MOUVEMENT D'UN C0BP8 SOLIDE 



19. Trièdre mobile. — Nous considérerons un corps 
solide en mouvement» et nous chercherons la loi qui 
régit la distribution des vecteurs vitesses de ses diffé- 
rents points, en laissant de côté pour le moment l'étude 
des accélérations. 

Nous emploierons une méthode analytique. Dans 
l'espace fixe, nous prendrons un trièdre de référence 
OoXQyoZo et nous considérerons d'autre part xin trièdre 
mobile Oxyz lié au corps en mouvement. Il a déjà été 
question de ce trièdre au Chapitre I, n® 8. Pour définir 
le mouvement du corps, il suffit de définir le mouve- 
ment du trièdre Oxyz, A cet effet, il faut se donner en 
fonction du temps t : 

1° les coordonnées (E, tj, ^^ point O par rapport 
aux axes fixes ; 

20 les cosinus directeurs des axes du trièdre mobile 
par rapport à ceux du trièdre fixe. Ces cosinus direc- 
teurs (a, p, y), (a', p', y'), (a", P", y") sont au nombre 
de neuf, et le tableau suivant indique clairement la 
signification de chacun d'eux : 



(1) 





OoOîo 


Oo3/o 


Oo^^o 


Ox 


a 


P 


r 


Oy 


a' 


P' 


Y 


Oz 


a" 


r 


y" 
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MOUVEMENT D'TJN CORPS SOLIDE 36 

Ces cosinus directeurs ne sont pas indépendants. Ils 
sont reliés entre eux par les relations suivantes» bien 
connues : 

,{ a» + p2 + Y» = 1, a'a'' + ^'^" + fy" = 0, 

(2) } a'« + p'« + y'« = 1, %"7. + P"p + y"y = 0, 

( a"a+ p"« + x"^ = 1» aa' + pp' + yr' = 0. 

Ils dépendent ainsi de 9 — 6=3 paramètres indé- 
pendants, et la position du trièdre Oxyz dépend, comme 
on le savait déjà, de 3 + 3 = 6 paramètres. 

Si Ton désigne par (a?, y, z) les coordonnées d'un 
point M du corps par rapport à Oxyz {coordonnées 
relatives), ses coordonnées absolues sont données par 
les formules suivantes, qui ne sont autres que celles 
du changement de coordonnées en Géométrie analytique, 

( Xo = l + ao? + (t'y + ol"z, 

(3) j 2/0 = -n + P^ + ?'y + r^> 

Le point M étant fixe par rapport à Oxyz, x, y, z sont 
des constantes. 

Le mouvement du trièdre étant supposé connu, 
c'est-à-dire $, 7|, C et les neuf cosinus directeurs étant 
des fonctions données du temps *, les formules (3) 
font connaître Xq, y^, Zq en fonction du temps t, et 
définissent par conséquent le mouvement du point M. 

20. Mouvements particuliers. — De même que, dans 
la théorie du déplacement, nous avons été conduits à 
Lonner une importance particulière à certains dépla- 
sements de définitions simples, de même ici nous envi- 
sagerons tout d'abord certains mouvements fondamen- 
taux, qui se rattachent d'aiUeurs immédiatement aux 
déplacements dont il s'agit. 



1 
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1° Mouvement de tra/nslation, — C'est le mouvement 
d'un corps tel que le déplacement qui fait passer de sa 
position initiale à une quelconque de ses positions soit 
une translation. Il est clair que, dans un tel mouvement, 
les cosinus (a, p, y),... sont des constantes, l, yj, C peuvent 
être des fonctions quelconques du temps, c'est-à-dire 
que la trajectoire du .point et la loi de son mouvement 
sur cette trajectoire peuvent être quelconques. 

Il est évident qu'un point M quelconque du corps 
décrit une J}rajectoire qui dérive de celle du point 
par une translation, et que la loi de son mouvement 
sur cette trajectoire est identique à celle du point 0. 

Si la trajectoire du point O est une droite, on dit que 
la translation est rediligne. Si le mouvement du point 
sur cette droite est uniforme, on dit que la translation 
est rectiUgne et uniforme. 

4 

Les projections de la vitesse du point M sont données 
par dérivation des formules (3). On a ainsi, en se rappe- 
lant que a, p, y... sont des constantes. 



dxQ d\ 


dyo 


dy\ 


dzo dl 


dt dt' 


dt 


- dt' 


dt dt 



Par conséquent, les vecteurs vitesses de tous les points 
du corps sont, à un moment donné, équipollents a/a vecteur 
vitesse du point 0. C'est d'ailleurs évident. 

Kéciproquement, si le mouvement d'un corps est tel 
que les vecteurs vitesses de tous ses points soient, à 
tout instant, équipollents entre eux, ce mouvement est 
une translation. 

On a en effet, quels que soient x^ y, z. 



dxQ 


dl 


dyo dri 


dZa dï 




— « 






dt 


dt 


dt dt 


dt dt 




MOUVEMENT d'UN CORPS SOLIDE 37, 

t 

d'où 

da d%' d<t." 

(2^ a^ a^ 

Ces trois relations ayant lieu, quels que soient x, y, z, 
on a 

da da' _ _ ^ _ ^ 
at ai dt 

Les cosinus a, a', ... y'' sont donc constants, ce qui 
établit la proposition. 

Si la relation indiquée entre les vecteurs vitesses a 
lieu à un certain instant, les vecteurs vitesses sont les 
mêmes que si le corps était animé d'une certaine iran^- 
lotion rectUigne, qui est dite tcmgente au mouvement. 

2® Mouvement de rotation, — C'est le mouvement 
d'un corps tel que le déplacement qui fait passer de sa 
position initiale à Tune quelconque de ses positions 
soit une rotation dont Vaxe est fixe. Il est clair que les 
trajectoires de tous les points du corps sont des cercles 
ayant pour axé commun l'axe de rotation. 

Pour définir complètement le mouvement d'un corps 

animé d'une rotation autour de l'axe AU, il suffit 

évidemment de se donner en fonction du temps t l'angle 

(p de la rotation qui fait passer de la position initiale 

à chaque position instantanée. 

d(Lt 
On appelle vitesse amgulaire la dérivée —^ = w. 

i o) est constant, la rotation est dite uniforme. 
Dans le cas général, il est aisé d'obtenir une expres- 
lîon simple de la vitesse d'un point M d'un corps entraîné 



^1 
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dans un mouvement de rotation autour de l'axe AU 
(fig. 13). Soit P la projection du point M sur cet axe. 

Le point M décrit un cercle 
de centre P avec une vitesse 
angulaire w évidemment égale 

à -^' La vitesse V du point M 
dt 

d<ù 
est donc égale à PM tt- Le 

dt 




vecteur vitesse même V est 
dirigé suivant la tangente 
en M au cercle trajectoire de 
ce point, c'est-à-dire suivant 

une perpendiculaire au plan AUM, et dans le sens de 

la rotation. 

On peut trouver une expression de ce vecteur vitesse 

sous forme de produit vectoriel (note I). Pour cela, 

portons sur l'axe AU, à partir d'une origine quelconque 

->- .... 

A, un vecteur AR, de grandeur égale à a> et de sens 

tel que, pour un observateur ayant les pieds en A 

et la tête en R, la rotation s'effectue dans le sens direct. 

On dit que le vecteur glissant (A, w) est le vecteur rotch 
tion au temps t. 



\ 



d^ 



On a vu que V est égal à PM -^ = w.PM. On peut 

dt 



ecnre 



V = a).AM.sin(AU,AM). 



D'autre part, le vecteur vitesse V est dirigé suivant 
une perpendiculaire au plan AUM, et il est visible que^ 

si l'on mène de A un vecteur AV équipollent à V, la 
rotation autour de AV qui amènerait AU sur AM 
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s'effeotuerait, pour un observateur ayant les pieds 
en A et la tête en Y', dans le sens direct. Il résulte de 



tout cela que V peut être considéré comme le produit 
vectoriel du vecteur co par le vecteur AM, et l'on écrira 

(4) V = (t) X AM. 

On conclut de là des expressions analytiques pour 
la vitesse d'un point. Soient, par» rapport à un trièdre 
quelconque (a?i, t/i, z^) les coordonnées du point «A, 
(05, y, e) les coordonnées du point M, (X, fji, v) les cosinus 
directeurs de l'axe AU. Posons 

(i)X = p, (ojjL = q, (ov = r. 

(p, q$ r) sont les projections du vecteur rotation w sur 
les axes choisis. En se reportant aux expressions (3), 
de la Note I, pour les projections du produit vectoriel 
de deux vecteurs, on trouve pour les projections Yx, 

Yy, Yi du vecteur vitesse V, suivant les .mêmfes axes : 

Va: = g {^ — ^i)—r{y — yi), 

(5) { Yy = r(x — Xi) — p(z— z^), 
V, = p (y — yi) — g (a? — a;J. 

Il importe de remarquer que les formules (5) sont 
valables, quels que soient les axes : ce peuvent être, 
en particulier, les axes fixes ou ceux du trièdre mobile. 
Comme on le verra, il y a souvent avantage à consi- 



dérer les composantes de V suivant ces derniers axes. 

3° Mouvement hélicoïdal. — C'est le mouvement d'un 
orps tel que l'on passe de la position initiale à une 
osition quelconque par un déplacement hélicoïdal 



'■■"^ .- nvm 



invariable, doat la translation l et l'angle de 
>n a sont dans un rapport constant A : 

I = Aa 

t ce que l'on nomme le pas réduit du mouvement. 
>pelle jiae la longueur H = 2xA : c'est la valeur 
translation correspondant à une rotation de 2n 
: de l'a^ïe dn mouvement, 
uouvemeat hélicoïdal est bien conna par la pra- 

o'est celui d'mne vis dans son écrou. Tous les 

du solide en mouvement décrivent des hëlices 
me pas H, tracées sur des oylindres de révolution 

poni axe commun l'axe du mouvement, 
mouvement hélicoïdal peut être dejiTOTSutn ou 
neum. Voici ce qu'il faut entendre par là : ima- 

un observateur couché te long de l'axe, dans un 
il que la translation qui intervient dans le mou- 
t s'effectue des pieds vers la tête de cet obser- 
, La rotation qui complète le mouvement s'effeo- 
>rs pour lui soit dans le sens direct, aoit dans le 
[direct. Le mouvement est dit dextroTsjim dans 
nier cas, sinisfrorsum dans le second (^). 
ixe du mouvement est orienté, la longueur I et 

a de la formule (6) sont auaceptibles de signes. 
t que A et H sont positifs, pour un mouvement 
ïufn, et négatifs pour un mouvement siniHrorawm. 
nouvement hélicoïdal d'axe donné sera complè- 

défini par la formule (6), jointe à une équation 

a = fit). 

b oomiùtre a en fonction du temps. 

n fa,it parfois la convention contraire. Nous adoptons 
i fait considérer comme dexiroTaum le mouvement 
is à droiie, c'est-à-dire d'une vis qu'il faut faire tour- 
auche à droite pour l'enfoncer. 



r 
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Vitesse dams un 'mouvement hélicoïdal. — ConsicLérons 
un mouvement hélicoïdal d'axe AU (fig. 14). Soient M 
et M' les positions prises par un même point du corps, 
aux temps t et t -f- At, P et P' leurs projections sur AU» 
Ml la projection du point M' sur le plan mené par M 
perpendiculairement à AU. On a l'égalité vectorielle 



MM' 



d'où 



MMi + MiM' = MMi + PP', 
MM' 



^t 



MMi PP' 

+ 



A« 



^t 



u 



p' 




Si At tend vers zéro, le premier membre a pour 

limite le vecteur vitesse V du point 
M; le premier terme du second 
membre a pour limite le vecteur 
vitesse du même point, en suppo- 
sant que la translation soit nulle ; 
le second terme a pour limite le 
vecteur vitesse du point M, en sup- 
posant que la rotation soit nulle. 
En somme, le vecteur vitesse du 
point M est la somme géométrique 
de deux vecteurs, qui sont les vec- 
teurs vitesses du même point, 
provenant respectivement de la translation et do la 
rotation du mouvement. On peut écrire 



Fig. 14. 



(7) 



-^ ->- ->- 
V = Vx + Vr. 



Cela posé, le mouvement étant rapporté à trois axes, 
)ient toujours {x^, y^j sii) les coordonnées du point A, 
ue Ton peut supposer être l'origine à partir de laquelle 
Il porte les longueurs l sur l'axe AU, et (x, y, z) les 
oordonnées du point M. Soient (p, g, r) les projections 
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du vecteur rotation du mouvement, au temps t. Il est 

porté par l'axe AUi, et sa grandeur est -5-- Le vecteur 

dt 



Vt est également porté par Taxe et il a pour grandeur 

dl dpi 
di^ di' 

Ses projections sont donc {hp, hq^ ht). 
On a par conséquent, en vertu de l'égalité vecto- 
rielle (7) et en se reportant aux formules (5), qui font 



connaître les projections de Yr, les expressions sui- 
vantes pour les projections du veeteur vitesse du 
point M 

!Y^ = hp + q(z —z^)—r{y — yj, 
V^ = hq ^- r (a? — xj — p (^r — z^), 
Y, ==hr + p{y — yi) — q{x — Xi). 

21. Mouvement quelconque. — Abordons mainte- 
nant l'étude d'un mouvement quelconque, défini ana- 
lytiquement comme il a été dit au n^ 19. Cherchons 
la vitesse du point M, de coordonnées relatives (a?, y, z). 
On a, en dérivant les formules (3), 



dXo dl dv. dût' d^" 

— - — -^ A X A y A 

dt dt^ dt ^ dt ^ ^ dt 



dt dt~^ dt '^ dt^ '^ dt 



^'^-'dt'dt'^di'^'^dt^'^di'^' 

ce qui fait connaître les positions V^o, Vy^, V^^ du vec- 
teur vitesse V du point M sur les axes fixes. 



r 
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Il est avantageux de recheTcher les projections 
Va?, Vy, Va du même vecteur vitesse sur les axes mobiles. 
On a, par la géométrie analytique, 






/ doi' , ^dB' dY\ 

l^^ + Pi + ^i)^ 



+ 






avec des expressions analogues pour Vy et pour V,. 
D'autre part, on a, par dérivation des formules (2), 

dcL ^d^ dy _ 

/ ,do." „,d8" ,dy"\ l „d<t' „„d8' „dr'\ r> 

et des relations analogues. Posons 

dt ^^ dt ^^ dt 



(9) 



dx" , (ZB'' dy" 



cî^ 



cte 



dt 



— l--s + fï+v|'i-«' 



da 
dt 



^'- ^?'^ +y 






dt 
dy" 



l doJ ^dB' dV\ 



r. 
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Posons enfin 

' dt ^ ' dt ^ • d< 

en remarquant que Ua-, Uy, U, sont les projections sur 

les axes mobiles du vecteur vitesse U du point 0. On 
obtient, pour expressions de Va;, Vy, et V„ 

( Vx = Ua, + g« — ry, 
(11) j Y^==JJy-\-Tx — pz, 

{ V, = U, + py — qx. 

D'après les formules (5), qis — ry, rx — pz, py — qx 

sont les projections du vecteur vitesse Vr du point M, 
entraîné dans une rbtation de projections (p» q^ r), 
l'axe de cette rotation passant par le point 0. Les trois 
formules précédentes peuvent donc être remplacées 
par la simple égalité vectorielle. 



(12) V = U + Vr. 

Ainsi : le vecteur vitesse du point M est la somme géo- 
métrique du vecteur vitesse du point et du vecteur 
vitesse du point M, supposé entraîné dans une certaine 
rotation a/utour d'un axe passant par le point 0. 

Le vecteur co de projections (p, q, r) est dit vecteur 
rotation instantanée (*). 



Q) Le point O est un point quelconque du corps mobile. Il 

est intéressant d'observer que le vecteur w est indépendant 
de ce point. 

Soit en effet O' un autre point du corps mobile, de vecteur 
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3fouvement hélicoïdal tangent, — On peut donner une 
forme plus frappante au résultat précédent. Cherchons 
à» cet effet s'il existe dans le corps un point M dont la 



vitesse soit parallèle au vecteur Vr. On aura pour un 
tel point (x, y, z) 

V V V 

V " q " r * 

OU, en tenant compte des formules (11), 

Hg 4- g^ — yy _ IJy + ^"^ — V^ __ ^» + py — ga;. 



Ces équations représentent une droite dont tous les 
points satisfont à la condition énoncée. Comme on est 
libre de choisir le trièdre mobile Oxyz auquel est lié le 



Titesse U'. On aura la nouvelle expression du vecteur vitesse 
du point M 

(12 bis) V = U' + Vr', 

->- 

V r' étant le vecteur vitesse du point M, supposé entraîné 



dans une certaine '^rotation de vecteur (C, o)'). Soient, par 
rapport aux axes mobiles, x^t y^, Zi les coordonnées du point 



0' et U»', Uy', JJz les projections de U', p', q\ r' les projections 



de a>'. On a, pac projection sur les axes mobiles de (i2 bis), et 
en vertu des formules (5) 

V:. « U,' + 3' (2 — «i) — r' (2/ — y,), 

et deux formules analogues. Les nouvelles expressions de 
c, Vy et V« doivent être identiques aux expressions (11). 
\elB que soient x, y et z. Cela exige 

p' = p» q' = q> r' = r, 

) qui justifie la proposition. 



n 
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corps solide, on peut supposer que le point est l'un 
de ces points. Pour cela, il faut qu'on ait 

U^ TJy U, 

p q r 

En désignant par h la valeur commune de ces rapports , 
on voit que les formules (11) s'écrivent 

Y^ = hp + qz — ry, : 

Y^ = hr -\~ py — qx. J 

En se reportant aux formules (8), on voit que ces | 
expressions sont celles des projections du vecteur 
vitesse du point M entraîné dans un mouvement héli- 
coïdal de pas réduit h. On peut donc énoncer le résultat 
simple que voici: \ 

Un corps étcmt cmimé d*un nvouvenient quelconque^ les 
vitesses de ses points sont les mêmes, à chaque insta/rU, ] 
que sHl était a/aimé d'un certad^n mouvement hélicoîdaV. 

Ce mouvement hélicoïdal est dit tangent au mouve- 
ment considéré. Il est clair qu'il peut se réduire, dans 
des cas particuliers, à une rotation ou à une translation. 
Le résultat obtenu est aussi une conséquence immé- 
diate du théorème du n<> 11 (Chapitre I), en vertu duquel 
le déplacement le plus général d'un corps est un dépla- V^ 
cément hélicoïdal : il suffit de considérer deux posi- 
tions infiniment voisines d'un corps en mouvement 
pour reconnaître qu'à un instant donné les vitesses 
des points de ce corps sont distribuées comme dans 
un certain mouvement hélicoïdal. 

EXERCICES 

1. On considère un corps solide, mobile suivant une loi 
quelconque, dans la position qu'il occupe à un instant donné. 
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Montrer, qu'à cet instant, le lieu des points dont la vitesse 
se trouve dirigée vers un point donné P est une cubique gauche 
C (c'est-à-dire une courbe algébrique non plane qu'un plan 
quelconque coupe en trois points). 

Le cône ayant pour sommet le point P et pour directrice 
la courbe C est du second ordre. Il est coupé suivant un cercle 
par un plan quelconque perpendiculaire à l'axe da mouvement 
hélicoïdal tangent au mouvemeat, à l'instant considéré. 

2. L'hypothèse étant la même, il existe dans tout plan P 
du corps mobile une droite D, telle que chaque point de cette 
droite ait son vecteur vitesse dans le plan P. 

Il existe dans le plan P un point P dont le vecteur vitesse 
est perpendiculaire au plan P. 

Le lieu des points du plan P dont le vecteur vitesse fait 
un angle donné avec le plan est une section conique ayant 
pour foyer F et pour directrice D. 



Ohapitbs IV 

00MP08ITI0N DES MOUVEMENTS 
ET MOUVEMENT RELATIF 



22. Définitions. — Soient Sq» S, S^ trois corps solides 
dont le premier est fixe et dont les deux autres sont 
mobiles, la position de chacun de ces corps étant 
définie en fonction du temps. 

Il peut arriver que les lois des deux mouvements 
considérés soient identiques. Dans ces conditions le 
corps Si paraîtra immobile à un observateur lié à S 
et n'ayant pas conscience de son propre mouvement. 
On dit que Si est en rey^os relatif par rapport à S. Mais 
en général il n'en sera pas ainsi, et Si paraîtra animé 
d'un certain mouvement par rapport à S. 

Ce mouvement est dit mouvement relatif, par oppo- 
sition au mouvement absolu, qui est celui de Si par 
rapport à So- Le mouvement de S par rapport à So 
est dit mouvement d* entraînement. On peut désigner 

les trois mouvements considérés par (-rri» (~1> ( — l. 

\S/ \So/ \So/ 

S est dit système de comparaison. 

On dit aussi que le mouvement absolu (^ j résulte 

de la composition du mouvement d'entraînement ( — ) 

et du mouvement relatif 




COMPOSITION DES MOUVEMENTS 



49 



Si ron considère un point M du corps Sj, on peut 
considérer à un instant donné le vecteur vitesse absolue 

de ce point, dans le mouvement (^ )♦ le vecteur vitesse 

relative, dans le mouvement (-—) et le vecteur vitesse 

d^ entraînement qu'aurait le point M supposé entraîné 

dans le mouvement ( ^ ) ; d'une façon plus précise, ce 

dernier vecteur vitesse est celui du point, lié a/u système S, 
qui coïncide, à l'instant considéré, avec le point M. 

On considérera de même les vecteurs accélération 
absolue, a>ccélération relative et accélération d^ entraîne- 
ment. 

Le problème essentiel de la composition des mouve- 
ments consiste à rechercher les vitesses et accélérations 
absolues, connaissant les vitesses et accélérations rela- 
tives et les vitesses et accélérations d'entraînement. 
En ce qui concerne les accélérations, un troisième 
élément intervient encore, ainsi qu'on le verra. Nous 
allons donc étudier successivement la composition des 
vitesses et celle des accélérations. Il suffit de résoudre le 
problème pour un point M du corps Sj. 

23. Composition des vitesses. — Rapportons toujours 
le corps fixe So à im trièdre OoiCoyo^o» le corps S à un 
trièdre Osl^yz. Soient (x, y, z) les coordonnées relatives 
du point M, (a?o»yo»^o) ses coordonnées absolues. On a 
les formules (3) du Chapitre III. Récrivons la première ; 



(1) 



Xi 



5 + «ic + a'y -\- ^"z. 



Mais ici (x, y, z) ne sont plus des constantes. Ce sont 

* 

es fon<^tions connues du temps t. 
La formule (1) et les deux formules analogues font 
onnaître la loi du mouvement^ absolu du point M. 

Bbicabd. — Cinématique. 4 
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^ 



Pour avoir sa vitesse absolue, dérivons par rapport 
à t. Il vient 



dt 



/dl d-L dr' da" \ 

='\dt'^di''-^i^^-^ir') 



^^^ ^(J'' j^^^^y 4-^''^'\ 

dyo 
et deux formules analogues qui font connaître — 

et — — 
dt 

L'interprétation de ces formules est immédiate. 

->■ ■ 
Désignons en effet par Va le vecteur vitesse absolue 

du point M, par Y^ son vecteur vitesse d'entraînement, 

par V^ son vecteur vitesse relative. 

Le premier membre de (2) est égal à la projection de 

Va sur OqîCo ; le premier terme entre parenthèses du 



second membre est égal à la projection de V^. sur le 
même axe (car c'est la valeur qu'aurait -3--» si a;, y, z 
étaient des constantes) ; le second terme entre paren- 



thèses est la projection de V^ : c'est en effet la somme 

des projections de V^ sur Ox, Oy et Oz, multipliées 
respectivement par les cosinus des angles que font 
ces axes avec Oo^Co. 

Cette interprétation de (2) et celle des deux formules 
analogues montre que l'on a l'égalité vectorielle 

Va = V, + V",. 

Ainsi le vecteur vitesse absolue d'un 'point est la somme 



-tr -■ T9~- - • 
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géométrique de son vecteur vitesse d'entraînement et de 
son vecteur vitesse relative. 

24. Composition des accélérations. Théorème de 
Coriolis. — Dérivons la relation (2). Il vient 

d^Xp _ /d^ d^ d^ d^ 

dt^ ~ \dt« '^ dt^^~^ dt^ ^ '^ dt^ 

^\ dt^ ^ dt^ ^ dty 
^ /doi dx doi' dy da" dz\ 
\ "^ \dt dt '^ dt dt ~^ dt dtj' ' 

\ 

I On obtient des expressions analogues pour 

i ** . 



l 



dt^ 



Le premier membre a pour valeur la projection sur 

Ooaîo du vecteur accélération absolue Wa du point M ; 
le premier terme entre parenthèses du second membre 
a pour valeur la projection du vecteur accélération 



d'entraînement W,, ; le second terme entre parenthèses, 



la projection du vecteur accélération relative W,.. 
Enfin le troisième terme peut être considéré comme 
ayant pour valeur la projection Z^^ d'un certain vec- 



teur J dont les trois projections sur les axes fixes sont 

(d^dx dyJ dy - dy," dz 



'"'* \dt dt dt dt dt dt 

d^dx dp^dy d^dz^ 
dt dt "^ dt [dt 'df dt 



w A J.o=2(^:^ + ^,^ + ^^ 



\dt dt ~^ dt dt ~^ dt dt 
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La formule (3) et les formules analogues qui donnent 
"^7 ®* "^ peuvent donc être remplacées par la simple 
formule vectorielle 

Le vecteur J est dit vecteur accélération complémen' 
taire du point M. On peut donc énoncer le théorème 
suivant, dit théorème de Coriolis : 

Dans le mouvement résulta/ni de la composition de deux 
mouvements, le vecteur accéléraiion absolue d'un point 
est la somme géométrique de son vecteur accélération 
d* entraînement, de son vecteur accélération relative et de 
son vecteur accélération complémentaire. 

Il reste à définir simplement le vecteur accélération 
complémentaire. Les formules (4) s'y prêtent malaisé- 
ment, mais il n'en est pas de même de celles que Von 



obtient en cherchant les projections Jx, Jy, J, de J sur 
les axes du trièdre mobile. 
On a 

Jx = c'Jxo + Mî/o + yJ^o- 

Si l'on remplace J^.^, J^^, et J-^ par leurs valeurs (4), 
et si l'on introduit les projections (p, q, r) du vecteur 

rotation instantanée du mouvement (•^)» projections 

dont les expressions sont données par les formules (9) 
du no 21 (Chapitre III), on trouve immédiatement 

ydt dt 

^ / dx dz" 

^ / dy dx 
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Ces expressions montrent que le vecteur accéléraiion 
complémentaire J est le double du produit vectoriel du 
vecteur rotation instantanée w du système de comparai- 
son et du vecteur vitesse relative V^ : 

J = 2 0) X V^. 
L'accélération complémentaire est nulle dans trois 

cas : 1° Si 0) est nul, c'est-à-dire si le mouvement héli- 
coïdal tangent au mouvement d'entraînement se réduit 

à Tme translation ; 2° Si V^ est nul, c'est-à-dire si le 
point M est en repos relativement au système de compa- 

raison ; 3° Si V^ est parallèle à to, c'est-à-dire si la vitesse 
relative de M est parallèle à Vaxe du mouvement hélicoïdal 
tangent. 

25. Composition de plusieurs mouvements. Composi- 
tion des rotations. — On étend facilement la notion 
de la composition des mouvements au cas où ces mou- 
vements sont en nombre quelconque. Soient So, Si, ...S„ 
des corps dont le premier est fixe, et dont les autres 
sont en mouvement. On peut considérer les mouvements 

(^ )' (^)* '*' ( a ^ ] (le preniier absolu, les autres re- 
latifs). On dira que le mouvement absolu [ ~ j résulte 

de leur composition. 
La règle de la composition des vitesses s'étend au 

cas général. Désignons d'une manière générale par V,.; 
le vecteur vitesse du point M entraîné dans le mouve- 



(!)■ - 



ment { 5- ) • En appliquant successivement le théorème 
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relatif à la composition de deux mouvements, on peut 
écrire la suite d'égalités vectorielles 

-^ -> -> 

* 2,0 = '1,0 ~r '2,1» ' 

-> -V ->- 

» 3,0 = » 2,0 + '3,2» 



'w,0 — '»— 1,0 "T Vn,n— 1» 

d'où par addition 



Vn =1 *^i.o ~r » 2,1 4" ••• ~r Vn,n--1 • 

Ainsi le vecteur vitesse du point M, dans le mouvement 
absolu l^)» est la somme géométrique des vecteurs vi- 
tesses de ce point, supposé entraîné successivement dans 
les mouvements (^ )» (q^ )» ••• ( ^ *^ )' 

Composition des rotations. — Examinons en particu- 
lier le cas où, à Tinstant t, tous les mouvements héli- 
coïdaux tangents à ces derniers mouvements se rédui- 
sent à des rotations, dont les vecteurs glissants repré- 
sentatifs sont respectivement (Ai, Wi), ... (An, w^). Le 

vecteur vitesse yh,h-i est donné, comme Ton sait 
(Chapitre III, n» 20, 2°), par le produit vectoriel 

Yh,h-i = ^h X AhM, 
d'où 

n 



^«.0 = ^ w/i X A,,M. 



1 
Vn,o est donc identique au moment résultant par 



l 
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■ 

rapport au point M du système des vecteurs représen- 
tatifs considérés (Note I). Si Ton considère un autre 
système de rotations, dont les vecteurs représentatifs 
forment un système équivalent au premier, le vecteur 
vitesse du point M, entraîné dans le mouvement résul- 
tant de la composition de ces nouvelles rotations, sera 



identique à Yn.o- En particulier : 

Des rotations dont les axes sont concourants se compo- 
senitt en une rotation unique, dont le vecteur représentatif 
est la somme des vecteurs représentatifs des rotations 
données. 

Des rotations dont les axes sont parallèles et dont les 
vitesses angulaires ont une somme algébrique différente 
de zéro se composent en une rotation unique dont la vitesse 
angulaire est égale à cette somme algébrique et dont Vajce 
passe par le barycentre d'un système quelconque de points 
pris respectivement sur les axes des rotations données et 
affectés de coefficients éga/ux aux vitesses angulaires 
correspondamies. 

Système de rotations de résultante générale nulle. 
Couple de rotations. — Si la résultante générale du 
système des vecteurs représentatifs des rotations 
données est nulle, on sait que le moment résultant de 
ce système par rapport à un point quelconque M est 



équipollent à un même vecteur V. Autrement dit, dans 
le mouvement résultant des rotations considérées, tous 



les points du corps ont le même vecteur vitesse V. 
^e mouvement est donc une translation de vecteur vitesse 

(Chapitre III, h» 20, l^). 

Il en est ainsi en particulier si le système considéré 
^t constitué de deux rotations dont les vecteurs repré- 

entatifs (Al, Wi) et (Ag, — Wi) forment un couple, et l'on 
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dit alors qu*on a affaire à un couple de rotations. Le 
vecteur vitesse de la translation équivalente à un 
couple de rotations est perpendiculaire au plan des 
axes (c'est V<ixe du couple). 

Réduction canonique d'un système de rotations, -z- Dans 
le cas général, un système de vecteurs glissants est 
équivalent à un vecteur glissant unique et à un couple 
dont Taxe est parallèle à la droite support de ce vecteur 
glissant. Donc, en général, un système de rotations peut 
être réduit à une rotation unique et à une translation 
parallèle à Vaxe de cette rotation. Jae mouvement résultant 
de cette rotation et de cette translation n'est autre 
que le mouvement hélicoïdal tangent au mouvement 
résultant des rotations considérées. 

Il va sans dire que tous les théorèmes que nous venons 
d'établir, relativement à la composition des rotations, 
no sont vrais qu'en ce qui concerne les vitesses. 



EXERCICES 

1. Le mouvement d*un point M mobile dans un plan peut 
être défini par les expressions en fonction du temps de ses 
coordonnées polaires. 



OM = p = / (0, Ox, OM = ç = .9 (0, 

O étant Torigine et O* l'axe polaire. 

Trouver les composantes v^ et Vç du vecteur vitesse et les 
composantes y^ et yç du vecteur accélération du point M 

suivant l'axe OM et l'axe qui fait avec OM l'angle -f- - . 

A cet effet, on considérera le mouvement du point M comme 
résultant de deux mouvements : un mouvement de rotation 
de OM autour du point O et un mouvement de glissement 
du point M suivant OM, et l'on appliquera les théorèmes 
des no" 23 et 24. 



J 
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On trouvera 



9 



dû do 

La valeur de y^ peut encore s'écrire 

2. Un point décrit d'un mouvement uniforme une géné- 
ratrice d'un cylindre de révolution, pendant que celui-ci 
tourne d'un mouvement uniforme autour de son axe. Le 
point décrit une hélice. Construire ses vecteurs vitesse et accé- 
lération en appliquant la théorie de la composition des mouve- 
ments. En déduire des constructions géométriques pour la 
tangente à l'hélice et le centre de courbure de cette courbe. 

3. Le mouvement d'un point M mobile dans l'espace 
peut être défini par les expressions, en fonction du temps, de 
ses coordonnées polaires 

OM = r = / (<), U2,0M = 6 = 9' (0, ? = A (<), 

ç désignant l'angle du plan méridien «OM et du plan zOx, 

Trouver les composantes v-., «j, Vç de la vitesse du point M, 
suivant l'axe OM, suivant la tangente positive au méridien 
du point M, suivant la tangente positive au parallèle du point 
M en appliquant la méthode de l'exercice 1. * 

On trouvera 

dz £70 . . d(ù 

dt ^ at ^ at 
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Chapitre V 

4 

ÉTUDE COMFLÉMENTAIBE 
DU MOUVEMENT D'UN SOLIDE 



Au Chapitre III, nous avons établi le théorème fonda- 
mental en vertu duquel .11 existe à chaque instant un 
mouvement hélicoïdal tangent au mouvement d'un 
corps solide. Une étude plus approfondie conduit à 
reconnaître diverses propriétés importantes, dont plu- 
sieurs présentent un caractère purement géométrique. 
Nous allons passer en revue les principales. Nous exa- 
minerons successivement le mouvement d'un corps 
dont un 'plan glisse sur un flan fixe, celui d'un corps 
qui possède un point fixe, et enfin le mouvement le plus 
yénéral. 

A. — Mouvement d'une figure plane. 

Quand un corps se meut de telle manière qu'un de 
ses plans glisse sur un plan fixe, sa trace sur ce plan 
constitue une figure plane de grandeur invariable qui 
se meut dans son plan. Il est clair qu'il suffit d'étudier 
le mouvement de cette figure, la trajectoire d'un point 
quelconque du corps se déduisant de la trajectoire de 
sa projection sur le plan par une translation perpendi- 
culaire à celui-ci. 

2è. Déplacement infiniment petit. Centre instantané 
de rotation. — Keprenons les notations que nous avons 
adoptées dans le Chapitre I, A, et considérons un 
plan n qui se meut en glissant sur le plan fixe I!©. Soiept Uj 
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et Ilg deux positions quelconques de II, occupées respec- 
tivement aux instants ti et <2- On sait (Chapitre I, 
no6), que II peut être amené de IIi à lia par uxie rotation, 
exceptionnellement par une translation. Ce résultat 
subsiste, si voisine que soit la position Tlg de U^, Quand lU 
tend à se confondre avec IIi, le centre I' de la rotation 
tend en général vers un point I. 
Si Ton appelle A© F angle de la rotation qui fait 

passer de IIi à lia, le rapport — ^— tend en général 

vers une certaine valeur (o, quand t^ 
tend vers ^. 

Si Ml et Ma sont les deux posi- 
tions successives d'un même point 
du plan n (fig. 15) aux instants t^ Fig. 15. 

et <„ le triangle l'MiMj est isocèle 
(l'Mi = l'Ma). A la limite, la droite MiMg est perpen- 
diculaire à IMi. On peut écrire d'autre part 

MjMa Acp M1M2 




ti — ti t^ — il Acp 



I d'où l'on tire, en faisant tendre <2 vers ti , 

M,Ma ,. MiMa ^^ 

lim = 0) lim — - — = (o.IMj. 

t^ — h Acp 

On en conclut que le vecteur vitesse du point M^ est le 
même, à Vinsta/nt t^, que si ce point était entraîné dans 
une rotaiian de centre I et de vitesse angulaire o). 

C'est un cas particulier du théorème général établi 
à la fin du Chapitre III (n^ 21) : la rotation dçnt il s'agit 
est tangente au mouvement du plan II. 

Le point I est dit centre instantané de rotation (c.i.r,) 
et (i> est la vitesse angulaire de la rotation instantanée 
(ou tangente au mouvement). 
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Il peut arriver que la rotation instantanée, tangente 
au mouvement, soit remplacée par une translation 
instanta/née» Nous laisserons de côté, dans tout ce qui 
suit, ce cas exceptionnel, dont l'étude est immédiate 
et ne présente pas d'intérêt. 

27. Propriétés géométriques. — On déduit immédia- 
tement du théorème qui vient d'être établi deux pro- 
priétés géométriques importantes : 

1° Soit M un point du plan II, dans la position qu'il 
occupe à l'instant < et C sa trajectoire. Proposons-nous 
de trouver la normale en M à C. 

Soit I le c.i.r. à l'instant considéré. Il existe une 
rotation de centre I, tangente au mouvement. Par 
conséquent le vecteur vitesse du point M est perpen- 
diculaire à IM. Ce vecteur vitesse étant dirigé suivant 
la tangente à C, la normale à cette trajectoire, au point M, 
est la droite IM. 

2° Soit r une courbe du plan II. Cette courbe possède 
en général une certaine enveloppe Fq. CHerchons, à 

l'instant t, les points car acte- 
\ ristiques de F, c'est-à-dire les 

points où F touche Fq (fig. 16). 
Soit M l'un de ces points. 
Au cours du mouvement, il va 
décrire la courbe F© suivant 




une certaine loi. Appelons Va 
son vecteur vitesse, dirigé sui- 
vant la tangente à Fq en M. On 
peut considérer le mouvement 
Fig. 16. du point M comme résultant 

de deux mouvements : l'un, 
le mouvement d'entraînement, est celui même du 
plan II; l'autre, le mouvement relatif, fait décrire au 
point M la courbe F, par rapport au plan H. Soit, dans 
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ce dernier mouvement, V^ le vecteur vitesse du point M. 

V,. est dirigé suivant la tangente en M à F, confondue 

par hypothèse avec la tangente à Vq. Mais V^ étant le 
vecteur vitesse d'entraînement du point M, on a, d'après 
le théorème concernant la composition des vitesses 
(Chap. IV, no 23), 

V^ = V. + v„ 

d'où 

->■->--> 
V = V V 



V„ différence géométrique de deux vecteurs dirigés 
suivant la tangente en M, est donc nul ou bien dirigé 
saivant la tangente en M. La première conséquence 
ne peut être réalisée que si F passe par I, car I est le 
seul point, dans le mouvement d'entraînement, dont 
la vitesse soit nulle. Ecartant ce cas exceptionnel, on 
voit que le point M doit être tel que son vecteur vitesse 
d'entraînement soit tangent à F. Mais on vient de voir 
(1°) que, d'autre part, ce vecteur vitesse est perpendi- 
culaire à IM. Donc IM est normal à F. Réciproque- 
ment, si cette condition est satisfaite, le vecteur vitesse 
absolue de M est dirigé suivant la tangente à F. Le 
point M décrit donc une courbe tangente à F et appar- 
tient par conséquent à l'enveloppe de cette dernière 
courbe- Ainsi : 

Les points caractéristiques de F sont lés pieds des 
normales abaissées du c.i.r, sur cette courbe. 

28. Roulement d'une courbe sur une autre. Meuve - 
ient épicycloïdal. — Nous allons montrer que tout 
louvement dans le plan peut être obtenu par le roule - 
lent d'une courbe sur ime autre (à l'exception des 
louvements de translation). Définissons d'abord avec 
récision un tel roulement. 



1 
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Soient Co et C deux courbes. Etablissons entre leurs 
points lo et I une correspondance telle que les arcs 
Aolo et AI, comptés respectivement sur ces deux 
courbes à partir d'origines quelconques Ao et A, soient 
constamment égaux. Cela posé, la courbe Cq étant 
fixe, donnons à C un mouvement tel que ses points I 
viennent successivement en coïncidence avec les 





Fig. 17. 



Fig. 18. 



point» Iq, les deux courbe's se touchant à chaque instant, 
et cela de manière que si Von orient^ la tangente à cha>cune 
d'elles d'après le sens des arcs croissomts, on soit conduit à 
la même orientation de leur tangente commune (fig. 17 
et non fig. 18). 

On dit alors que C roule sur Co. On dit aussi que le 
mouvement du plan H lié à C est un mouvement épicy- 
cloïdal. 

Pour définir non seulement géométriquement, mais 
encore cinématiquement un mouvement épicycloïdal, il 
faut se donner la loi de temps 



(1)^ 



s 



fit) 



exprimant comment varie en fonction du temps l'arc 
s = arc AI = arc AqIo. 

Dans le mouvement épicycloïdal du plan II, à un instant 
quelconque, le c.i.r. est le point de contai I des courbes 
G et Co. 

Il suffit, pour le démontrer, de reconnaître que la 
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vitesse du point I, considéré comme lié au plan II, est 
nulle à rinstant considéré. 

Pour cela, considérons le mouvement, défini par la 
relation (1), du point de contact sur Cq. Ce point est 
actuellement en I. On peut considérer son mouvement 
comme résultant de deux mouvements, l'un un mou- 
vement d'entraînement qui est celui du plan II, l'autre 
un mouvement relatif tel que le point mobile décrive C 
de manière à coïncider constamment avec le point de 
contact des deux courbes. On a, en adoptant toujours 
les mêmes notations pour les vitesses, 



V — V V 

Y„ et Vr sont tous les deux dirigés suivant la tan- 
gente en I aux deux courbes, ont même grandeur. —- 

al 

et même sens ; tout cela résulte immédiatement des 

conditions qui définissent le roulement. V^, est donc 
nul, et cela établit la proposition. 

Théorèm^e fondamental relatif au mouvement d'un plan 
glissant sur lui-même. — Ce théorème est le suivant : 

Tout mouvement d'un plan sur lui-même, qui n'est 
pas un mouvement de translation, est un mouvement 
épicycloïdal, c'est-à-dire qu'on peut réaliser un tel mouve- 
ment en liant le plan mobile à une certaine courbe roulant 
sur une certaine courbe fixe. 

Considérons en effet, dans un tel mouvement, les 
points de IIo qui à chaque instant sont c.i.r. Leur 
ônsemble forme une certaine courbe Cq (fig. 17). Nous 
pouvons également marquer dans le plan II les points 
qui viendront successivement en coïncidence avec les 
précédents. Leur ensemble forme une certaine courbe C. 
La conatruction même des courbes Cq et C établit 
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entre leurs points une certaine oorresi 

points correspondants étant ceni qui viennent suoces- 

aivement en coïncidence. 

Je dis que C roule sur C„. En effet soit 1 le e.i.r. à un 
instant donné t. Considérons le mouvement de I anr C,,. 
On voit, en employant toujoura le même mode de 
raisonnement, qu'il résulte du mouvement d'enttaîne- 
ment constitué par le mouvement de H et dn mouve- 
ment relatif d'un point mobile sur C. Et l'on a encore 



Mais, puisque I est actnellement e.i.r., V, est nul. 

Donc V. = V,. Cela exige : 1" que les courbes C et C» 
60 touchent en I ; 2" que si s et s, sont les arcs AI 
et A„I comptés respectivement sur les courbes à 
partir d'origines quelconques, on ait 

3° que, la tangente commune en I étant orientée pour 
chacune des courbes selon le sens des arcs croissants, 
on soit conduit à la même orientation pour cette tan- 
gente. 

La relation (2) devant avoir lieu à chaque instant, 
on peut l'intégrer, ce qui donne 

s = s„ -]- constante, 

et l'on peut évidemment choisir les origines arbitraires 
A„ et A de manière que cette constante soit nulle. 

Finalement, on voit que les trois conditions moyen- 
nant lesquelles la courbe roule sur C, sont réalisées, 
et le théorème que nous avions en vue est démontré. 

On dit que C, est ia base du mouvement, et que C 
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en est la roulante. On donne parfois le nom de roulette 
à la trajectoire d'un point quelconque entraîné dans 
le roïdement. 

Vitesse angulaire de la rotation instantanée, — Consi- 
dérons le mouvement défini par le roulement de la 
roulante G sur la base Cq (fig. 19), et par Téquation (1) 
du n» 28. Soit I le 
c.i.r. à l'instante Cq 
et C se touchent en 
I. Traçons deux axes 
rectangulaires la?, ly, 
le premier dirigé sui- 
vant la tangente 
commune aux deux 
courbes en I, dans 
le sens de la vitesse 
de ce point sur C, 




f^ig. 19. 



t: 



le second faisant l'angle + ô avec Ix, Soient Ko et R 

les rayons de courbure de Cq et de C au point I. 
Ro sera considéré comme positif si la concavité de Cq 
^n I est tournée vers les y positifs, c'est-à-dire sî le centre 
de courbure y© d® cette courbe est sur la partie posi- 
tive de ly, et comme négatif dans le cas contraire. De 
même pour R = ly, y étant le centre de courbure de C 
en I. 
Posons enfin 



(2) 



V = 5 - nn. 



Au bout d'un temps Ai, le c.i.r. sera venu en un 
point l'o de Cq. La courbe C aura roulé sur C^ de telle 
manière que le point actuellement en I' soit venu se 
confondre avec l'o» Posons 

arc II' =' arc II' i= As. 
Bbicabd. — Cinématique* 5 
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Soient eofin Og et les angles, tendant vers zéro en 
même temps que As, qxte font les tangentes en l'g et 
en I' avec Ox. 

En passant de la position initiale à la position finale, 
le plan mobile entr^né avec C a tourné de l'angle 

i^ = e, — 

que font les tangentes en I'« et en I', puisque la seconde 
yient s'appliquer sur la première, et l'on a 



A( Ai ii \is As/ 

Si Ton fait maintenant tendre At vers zi 
mier membre tend vers la vitesse angulai. 

As 1^ 

rotation instantanée, -— i 

At 

vers^ ïj' '^'* * donc la formule suivante, qui fait 

connaître ui en fonction de la vitesse du c.i.r. sur la 
base et des éléments géométriques de cette courbe et 
de la roulante. 

Noua poserons 

(31 J^-±-l d'où K ""• 

Ou A ainsi 

(4, . = I. 

^ ' K 

Les conventions de signe introduites rendent la for- 
mule (4) absolument générale. 
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29. Accélération des points du plan mobile. — Becher- 
chons r accélération d'un point quelconque du plan 
mobile. 

Tout d'abord, rapportons le plan fixe à deux axes 
quelconques Oq^^o» Oot/g et le plan mobile à deux axes 
quelconques Ox, Oy, On a, entre les coordonnées abso- 
lues (a?o, yo) et les coordonnées relatives {x, y) d'un 
point M du plan mobile, les relations suivantes bien 
connues 



(5) 



Xq = l -{- X cos çp — y sin cp, 
2/0 = "n + ^ sin (p + y cos cp, 



(;, ri) étant les coordonnées du point par rapport à 

Oo«o. Oo^o» et 9 étant l'angle OoXo,Ox. 
On tire de là, par dérivation. 



Xo = V — (a; sin cp 4- y cos (p) 



--^ = 1' — ti) (ij^ — 



(6) 



dt 



w(yo— rj). 



yo' = ri' -^(xcoB(f — ysin(^)-£ =f r/ -f a)(a;o--Ç), 



en tenant compte de (5) et en remarquant que -r- 

n'est autre que la vitesse angulaire de rotation instan- 
[• tanée cd. Nous notons aussi, pour la commodité do 
l'écriture, les dérivées par des accents; Xq' et yo' sont 
les projections du vecteur vitesse du point M. 

Cherchons s'il existe un point de vitesse nulle. On 
aura, pour un tel point I, de coordonnées absolues 

lY Y ^ 






d'où (7) 
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On retrouva ainsi l'existence du c.i.r. Il serait facile, 
en formant les expressions de ses coordonnées relatives, 
de retrouver par la voie analytique les propriétés pré- 
cédemment établies de la base C© et de la roulante C. 
Nous ne nous y arrêterons pas. 

Dérivons les relations (6), pour avoir les projections 
du vecteur accélération. On a 



(8) 



x"=^ 



2/0' = 



;"• 


«> (yo' - 


- V) - 


<i)' 


(yo- 


-y\) 


Ç"- 


— <»• («0 - 


l) 


<o' 


(yo- 


-^). 


•0" 


+ w (»o' 


-V) + 


a>' 


(«0 


-Ç) 


71" 


">'(»« 


-^) + 


<û' 


(«0- 


?). 



Nous obtiendrons une simplification notable, en 
supposant que, pour étudier la distribution des accé- 
lérations à rinstant t, on choisisse comme axes (Ooa^o» 
Oq^o) Aussi bien que comme axes {Ox, Oy), les axes 
(la?, ly) du no 28 (fig. 19). On fera donc dans les formides 
(8) ï = -/i = 0. 

Il faut en second lieu que les coordonnées (Xo,Yo), 
données par les formules (7), soient nulles, ce qui entraîne 
Ç' = 't\' = 0.' Enfin la vitesse du point I doit avoir 
pour projections (V, 0). On a donc 



X,' = ;' 




0) Ol,' 


Yo' = -V 


+ 


l" l'a.' ^ 

10 CD* ' 


Ce qui se réduit à 






Ç" = 0. 




ri" = (0 V. 



En tenant compte de tout cela, les formules (8) 
deviennent 

Xq" — — a>*a; — w'y, 

y 0" = — ^^y + ^'x — wV, 



(9) 
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On a pu supprimer les indices des coordonnées dans 
les seconds membres, car il résulte du choix des axes 
que iCo = x, y^ = y. 

Ces formules donnent les projections du vecteur 
accélération du point M. 

Centre des accéléralions, • — Cherchons s'il existe un 
point d'accélération nulle. Pour un tel point H, de 
coordonnées (X^, Yi), on aura 

(10) \ ~ co^X, ^ C'Y, = 0, 

Ces deux équations représentant deux droites rec- 
tangulaires, le point H cherché existe. On lui donne 
le nom de centre des accélérations. 

La considération du point H permet d'interpréter 
simplement les formulas (9). On a, en effet, par sous- 
traction de (9) et de (10), 

(U\ { X," ^-~i^Hx — X,) — i^'(y — Y,), 
^ ^ l y/ = _o>«(y — Y,) + o3'(a; — XJ. 

Or, considérons un mouvement de rotation s'ef f ectuant 
autour du point H avec une vitesse angulaire variable to, 
dont la loi soit la même que celle de la vitesse angulaire 
de la rotation tangente au mouvement considéré. 

Dans ce mouvement de rotation, les composantes 
du vecteur accélération du point M sont données par 
les formules (2) du no,18 (Chapitre II). On constate 
que ces formules sjpnt identiques aux formules (11) qui 
viennent d'être écrites. Par conséquent : 

Tout se passe, à un instant donné, quant à la distri- 
l ion des a^eéléroitions, comme si le plan mobile était 
c mé d'un certain mouvement de rotation autour du 
i tre des accélérations, 

vC théorème est analogue à celui qui règle la distri- 
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bution des vitesses. Mais il faut remarquer que le 
c.i.r, est déterminé uniquement par les conditions 
géométriques du mouvement, tandis que le centre des 
accélérations dépend de la loi de temps sxdvant lequel 
s'effectue ce mouvement. 

Cercle des inflexions. — Le plan mobile étant toujours 
dans la position qu'il occupe à l'instant t, cherobons 
le lieu du centre des accélérations, en supposant que, 
(o étant donné, on fasse varier w'. Il suffit pour cela 
d'éliminer w' entre les équations (10). On trouve, en 
remplaçant (Xi, Y^) par (x, y), 

û> (»* + y*) + Vy = 0, 
ou 
(12)1 X» H- y« + Ky = 0, 

en introduisant la longueur K définie par la formule (3) 
du no 28. Si l'on porte sur Oy une longueur IJ égale 
à — K, l'équation (12) représente un cercle de dia- 
mètre IJ. Ce cercle est dit cercle des inflexions. 

Voici pourquoi : M étant un point de ce cercle, le 
vecteur accélération de M est nul, pour une certaine 
valeur de w'. Donc son accélération normale, en parti- 
culier, est nulle. Or, cette accélération normale a pour 

valeur t^» V„ étant la vitesse du point M et R^ 1® 

rayon de courbure de sa trajectoire. Si M est distinct 
du point I, Vi n'est pas nul. Rm doit donc être infini, 
c'est-à-dire que la trajectoire du point M présente en 
général un point d'inflexion en M. Ainsi le cercle (12) 
est le lieu des points qui, à un instcmt donné, sont povnts 
d'inflexion de leurs trajectoires. D'oti le nom de ce 
cercle. 

On voit par l'équation (12) que le cercle des inflexions 
ne dépend pas de la loi de temps du mouvement, ce qui 



rvr- 
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est naturel, étant donnée sa signification géomé- 
trique. 

Le point J, de coordonnées (0, — K), est centre des 
accélérations pour w' = 0. On l'appelle centre géomé- 
trique des accélérations, 

30. Centres de courbure des trajectoires. — Consi- 
dérons le point M, de coor- 
données (a?, y), et proposons- 
nouSy en nous appuyant sur 
ce qui précède, de cons- 
truire le centre de courbure 
de la trajectoire de ce point 
(fig. 20). 

La question étant de 
nature géométrique, nous ' 
pouvons, pour la traiter, 
supposer que le mouvement 
s'effectue suivant une loi 
de temps quelconque. Fai- 
sons l'hypothèse a>' = 0. Le 

centre des accélérations est alors en J et les formules 
(9) se réduisent à 




Fig. 20. 



2/0 = 



— 0)2^ — wV = — a)«(y + K). 



Comme — x et — (y -f K) sont les projections sur 



les axes du vecteur MJ, on voit que le vecteur accéléra- 

tion MW du point M est porté par MJ, de M vers J et 
pour longueur <o* M J. 
MI étant la normale en M, on obtient le vecteur 

Dcélération normale MW» de ce point, en projetant 
V en Wn sur MI. Par conséquent, si l'on désigne encore 
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par Vil la vitesse de M et par R» le rayon de courbure 
de la trajectoire du même point, on a : 



MWn = 



d*où Rm = 



V* 



R/ " MWn 

Soit L la projection du point J sur MI. On a 

MWn 



MW 

ML ~ MJ 



= 0)*, d'où MWn = w*ML. 



D'autre part 
Donc 



V^ = a)».MI . 



Rm = 



MI 
ML 



On conclut aisément de là pour le centre de courbure 
de la trajectoire du point M la construction suivq^nte : 
mener IN perpendiculaire à IM, et du point N où IN 
rencontre MJ, mener une parallèle à JI. Cette parallèle 
rencontre MI oaa centre de courbure demandé {^). En effet, 
le point Ym étant celui auquel conduit cette construc- 
tion, on a, par des triangles semblables, 

MjM^MN MI 

MI ~ MJ ~ ml' 
d'où 



(13) 



^^" = ML == ^- 



Formule d^Euler. — Prenant Ix comme axe polaire, 
soient (r,6) les coordonnées polaires du point M et 



1. Cette construction suppose que M n'est pas sur ly. S'il 
en est ainsi, on a j 

MJ 

ce qui conduit à une construction facile du point ysi . • 
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(r',6) celles du point yu* Cherchons une relation entre r 
et r'. On a 



My„ = mi -h Iym =^r'—r, 

ML = MI + IL=— r 4- IJsin6 = — r- 
La relation (13) peut donc s'écrire 

— r — K sin 

« rK sin 6, 



K sin Ô. 



r = 



d'où 



r == T 



r -|- K sin r + K sin 



ou encore 



/ r' r KsinÔ V^o R/ sin 

La formule (14) est connue 
sous le nom deformuled'Euler. 

Construction de Savary, — 
La construction précédem- 
ment indiquée du point y^ 
suppose la construction préa- 
lable du point J. On peut 
construire ce même point en 
utilisant directement les 
points Yo ©t y* centres de 
courbure de la base Cq et de 
la roulante G (fig. 21). p.g ^i. 

A cet effet, désignons par 
Q le point de rencontre de Ny.v et de My. On a 

NQ ^ Jy ^ JI + ly _ R 

Nym JI ~ JI ~ "^ K 

Uo R/ Ro lïo 




I 
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L'égalité des membres extrêmes prouve que les droites 
My, YmYo ©t NI sont concourantes. D'où la constmc- 
tion suivante, dite construction de Sa/vary : 

Mener My. Joindre le 'point P oii cette droite rencontre 
la perpendiculaire élevée en ï à IM au point yo- I*To 
rencontre IM au centre de courbure cherché ym. 

Si le point M est sur ly, cette construction est en 
défaut. La formule (14) se réduit alors à 

1111 



R- 



R 



ou 



IYo "^ IM "" Iy "^ Iym' 

Marquons sur Ix (fig. 22) les points B, et o tels que 

Ton ait 

1^0 = Iyo f I^ = ly- 

La relation précédente 
s'écrira 




1 

h 



1 1^ J_ 

IM "" 18 "^ ly, 



Ceci exprime que les 
trois droites BoM, By^ et la 

bissectrice de T angle xîy 
sont concourantes. En 
effet les trois droites dont 
il s'agit ont pour équations respectives : 

^4--if-- 1 
IBo"^"'-'' 



IM 

lo lyM 

a? = 7/. 



= 1, 
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En éliminant x et y entre ces trois équations» on 
obtient immédiatement la condition écrite plus haut. 
On aboutit donc, dans le cas particulier dont il s'agit, 
à la construction suivante : 

Ayant marqué sur Ix les pointa Og et Z comme il a 
été dit ci-de88U8j joindre le point B oai point oii la droite 

OoM rencontre la bissectrice de V angle xly» La droite 
ainsi obtenue rencontre ly au centre de courbure cherché 

31. Centre de courbure de Tenveloppe d'une courbe. 

— Nous allons chercher à construire le centre de cour- 
bure de l'enveloppe d'une courbe entraînée dans le 
mouvement du plan mobile. A cet effet, établissons 
d'abord 1^ lemme suivant : ' 
Soient M et "N deux points mobiles dont les vecteurs 

vitesses sont à un certain moment Mfx et Nv {fig. 23). 

Le point I, caroAstérisUgue de Iq droite MN, divise MN 

>- -> 

dans le ra/pport des' gra/ndeurs des vecteurs M[jl' et Nv', 

projections de Mfji. et Nv sur une perpendiculaire à MN. 
La proportionnalité a lieu en grandeur et en signe. 

Mu.' 
le signe du rapport r—y pouvant être considéré, puis- 
qu'il s'agit de deux segments parallèles. 

Soit en effet G- l'enveloppe de MN. Gr touche MN 
en I. On peut considé- 
rer le mouvement du ' M N 
point M comme un mou- 
vement absolu, résul- 
ant d'un mouvement 
L'entridnement qui se- 
ait le roulement de MN 

»ur C, et d'un mouvement relatif qui s'effectuerait le 
ong de MN. De même pour le point N. Le point I est 



I M 



Pig. 23. 
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ci. T. pour le premier mouvement, le vecteur vitesse 
d'entraînement du point M est donc perpendiculaire 
à IM, Le vecteur vitesse relative du même point est 

parallèle à MN. Ces deux vecteurs sont donc Mijl' et p.'a> 
d'après le théorème relatif à la composition des vitesses. 
De même les vecteurs vitesse d'entraînement et vitesse 

relative du point N sont Nv' et v'v, L,es vitesses d'entraî- 
nement étant proportionnelles aux distances des points 
M et N au o.i.r., on a bien 



IM ~ IN 



c.q.f.d. 



Cela posé, considérons une courbe entraînée dans le 
mouvement du plan II (fig. 24). Soient, à l'instant *, 

G la position de cette courbe 
,et I le c.i.r. G, au cours du 
mouvement, enveloppe une 
courbe Go qu'elle touche ac- 
tuellement au point M, pied de 
la normale abaissée du point I 
(no 27). Cherchons le centre do 
courbure y^ en M de Gq. 

Soit r la développée de G. 
IM touche r au point [ju, centre 
de courbure de G en M. D'après 
le lemme que nous venons 
d'établir, y^, qui est le point 
caractéristique de IM, divise lu. 
dans le rapport des composantes, 
normales à I^x, des vecteurs vitesses des points I et |a. 
Or, le mouvement du point a peut être considéré comme 
résultant de deux mouvements, un mouvement absolu 
qui est celui du plan II, et un mouvement relatif s'effec- 




M 



Fig. 24. 
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tuant le long de F. Le vecteur vitesse relative du 
point fjL est dirigé suivant Mfx, puisque cette droite est 
tangente à F. Il en résulte que la composante, normale 
à M(x, de la vitesse absolue du point (jl, est la même que 
la composante normale de la vitesse d'entraînement 
du même point. 

Tout se passe donc, en ce qui concerne la recherche 
du point Yji, comme si le point fA était entraîné dans le 
mouvement du plan II. Mais alors, la étant la normale 
à la trajectoire du point {x, y^ serait le centre de cour- 
bure de cette, trajectoire. On aboutit donc à ce théo- 
rème : 

Le centre de courbure de V enveloppe d'une courbe n'est 
autre que celui de la trajectoire du centre de courbure de 
cette courbe nu point oH elle touche son enveloppe, ce 
centre de courbure éta/nt considéré comme lié au plan 
mobile» 

On peut donc trouver ce centre de courbure en appli- 
quant hb construction de Savary. 

Cercle des rebroussements. — Dans la construction 
précédente, on à supposé que le point ]l était à distance 
finie, c'est-à-dire que le point M 
n'est pas un point d'inflexion de G. 
Par un passage à la limite, que nous 
ne nous arrêterons pas à justifier, 
on peut étendre le résultat à ce der- 
nier cas. Cela permet en particulier 
de construire le centre dé courbure 
de l'enveloppe d*une droite D (fig. 26). 

Soit M le^oint caractéristique de 

M est la projection de I sur D. 

centre de courbure en M de D 

< ! le point à l'infini |i de IM. 

. pliquons la construction de la figure 20. Il faut 




Fig. 25. 
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mener J(jl, c'est-à-dire mener par le point J une pa- 
rallèle à IM, prendre le point d'intersection N de cette 
parallèle avec la perpendiculaire IN à IM, puis mener 
NB parallèle à JI. N§ rencontre IM au centre dô 
courbure demandé 8. 

On voit que 5 ne dépend que de la direction de D, 
et non de la position de cette droite, comme il est 
naturel, les courbes enveloppes de droites parallèles 
liées entre elles étant elles-mêmes des courbes paraUèles 
et ayant même centre de courbure en des points corres- 
pondants. 

On voit encore que le point o appartient au cercle 
de diamètre IJ', J' étant symétrique de J par rapport 
à I. Ce cercle est dit cercle des rehrouaaemenU, Voici 
pourquoi : si la droite D passe par o, le rayon de cour- 
bure MB de son enveloppe devient nul, c'est-à-dire que 
cette enveloppe présente en général en o-'un point de 
rebroussement. 

32. Applications. — La théorie du mouvement d'un 
plan qui glisse sur lui-même est susceptible de nom- 
breuses applications, qui conduisent à des résultats 
géométriques intéressants. Nous allons en donner 
quelques exemples. 

Mouvement à trajectoires elliptiques, — Etudions le 
mouvement d'un plan n défini par ces conditions : deux 
points M et N du plan décrivent respectivement deux 
droites fixes données yo^o ®t ïo^o (^g- 26). 

Pour une position donnée de n, on obtient immédia- 
tement le c.i.r. I : ce point doit en effet appartenir aux 
normales aux trajectoires des points M et N-, c'est-à-dire 
qu'il est à la rencontre de la perpendiculaire en M à 
Yo^^o <^t do la perpendiculaire à N à yo^ o- Cherchons main- 
tenant la base et la roulante du mouvement. La seconde 
de ces courbes est le lieu du point I dans le plan II. Or, 
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Tangle MIN = ir — aJoYo^o ©tant de grandeur constante, 
ce lieu est un cercle C passant par M et N. Il est visible 
que C passe constamment par Yq ©t a pour diamètre ^qÏ. 
Y«I est donc de longueur constante, ce qui prouve que 




Fig. 26 

le lieu de I dans le plan fixe, c'est-à-dire la base du 
mouvement, est un cercle C© du centre yo ot do rayon yol- 
On vérifie que C touche C© en I. Ainsi le mouvement 
considéré peut être engendré par le roulement d'un cercle C 
à V intérieur d*un cercle Cq, de rayon double du premier. 

Soit P un point quelconque de C. Cherchons sa tra- 
jectoire. La normale à sa trajectoire est PI. La tangente 
* ette trajectoire est donc Pyo- Comme elle passe par 
I point fixe yo» on en conclut que le point P décrit 
% 1 droite passant par -^q. 

loit maintenant \l un point quelconque de II. Pour 
( erminer sa trajectoire, menons le diamètre ^y de C, 
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et soient P et Q ses points de rencontre avec C. D'après 
ce qu'on vient de voir, P et Q décrivent deux droites 
YoXo et YoYq. Ces droites sont rectangulaires. Comme (jlP 
et [jlQ sont de longueurs constantes, on en conclut, 
d'après un théorème bien connu, que le point {jl décrit 
une ellipse dont les axes sont dirigés suivant Yo^o «* 
YoYq, et ont pour demi -longueurs respectives fxQ et ixP. 

Epicycl&ides. — Considérons un mouvement dans 
lequel la base et la roulante sont deux cercles Cq ©t C, 




Fig. 27. 



de centres respectifs Oq et (fig. 27). La trajectoire : 
d'un point M du plan mobile II est dite une épicydoïde. 
Ce terme est généralement réservé au cas où, comme 
dans la figure, le contact des cercles est extérieur. Quand 
il est intérieur, on emploie le terme d'hypocycloïde. 
Enfin quand, le contact étant toujours intérieur, le 
cercle roulant est de rayon plus grand que le cercle base, 
la trajectoire du point M est quelquefois dite péricy- 
Aoid*\ Nous conserverons pour tous les cas le mot 
(y épicydoïde. 

L' épicydoïde est dite ordinaire, allongée ou ra^ccourcie, 
suivant que le point décrivant est sur le cercle C, à 
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l'extérieur de oe cercle ou à son intérieur {cm 'd<^ la 
figure)*. n^".!' 

Les épicycloïdcB sont des courbes algébriques fermées, 
quand le rapport des rayons des cercles C et Cq est un 
nombre rationnel : le plan mobile, partant d'une posi" 
tien initiale, y revient après que C a tourné un nombre 
entier de fois autour de Cq. Si le rapport des rayons 
est au contraire irrationnel, le plan mobile ne revient 
jamaisv à sa position initiale, et Tépicycloïde est une 
courbe transcendante non fermée qui tend à remplir 
Taire delà couronne comprise entre deux cercles concen- 
triques. 

Toute épicyéloïde est susceptible d*une double généra' 
tion, c'est-à-dire qu'elle peut être considérée de deux 
manières différentes comme épicycloïde. Construisons 
en effet le parallélogramme OoOMO'. MO', égal à OoO, 
est un segment, de grandeur constante, et Ton peut 
considérer le mouvement d'un plan II' lié à ce segment. 
Cherchons le ct.r. dans ce mouvement. Il se trouve 
d'abord sur la normale à la trajectoire du, point M, 
qui est la même, que l'on considère oe point comme lié 
au plan II ou bien au plan II'. Cette normale est MI. 
En second lieu, il se trouve sur la normale à la trajec- 
toire du point 0'. Or C décrit visiblement un cercle 
de centre Oq et de rayon égal à OM. Le cÀ.r. cherché 
est donc à l'intersection I' de MI et de O'Oq. Le lieu 
du point I' est un cercle Cq' de centre Oq. On a en effet, 
par des triangles semblables, 

OqI' _ OqI 
OM 01 ' 

< qui montre que Ool' est constant. Le point I' décrit, 
] r rapport au plan II', un cercle C de centre 0', car 

< [' = O'Oo -f- OqI', somme de deux segments de 

Bbicabd. — Cinématique. 
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lamgueurs constantes, est lui-même . de longueur 
constante. Par conséquent, en vertu du théorème géné- 
ral sur le mouvement épicycloïdal, le mo]ivement du 
plan fl' peut être engendré par le roulement du cercle C 
sur le cercle C^,', et la trajectoire du point M est une 
épicycloïde (une péricycloîde, dans le cas de la figure), 
attachée à ce roulement. 

Développée d*une épicycloïde ordinaire, — Considérons 
r épicycloïde ordinaire E décrite par le point M du 
cercle G (fig. 28) et cherchons sa développée. 

En appliquant la construction de Savary, on obtient 




Fig. 28. 



en ym le centre de courbure de E en M, comme l'indique 
la figure. Soit Q le second point de rencontre de MI 
avec Cq. OoQ est parallèle à OM. yu divise OoP dans le 

rapport -pTr» c'est-à-dire dans un rapport constant. 

Si donc on mène ywOi parallèle à OM, yuOi est dans un 
rapport constant avec PO et par suite de longueur 
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constante, et F on peut considérer le mouvement d'un 
plan II', entraîné avec YmOi. Cherchons lec.t.r., dans ce 
mouvement. Il se trouve sur la nprmale à la trajectoire 
du point Oi. Mais ce point décrit un cercle de centre Oq, 
car OoOi, dans un rapport constant avec OoO, est de 
longueur constante. Il se trouve aussi sur la normale 
à la trajectoire de yw. Mais, ce point décrivant la déve- 
loppée de E, sa trajectoire est tangente à YmM. Le 
c.i.r. cherché Ii se trouve donc à l'intersection de OqO 
et de la perpendiculaire élevée en ym à ymM. 

La figure ym OiIiOq est semblable à la figure POIOq» 
le rapport de similitude étant constant. Oïli et O^Ii sont 
donc des segments de longueurs constantes, propor- 
tionnels à 01 et OqI. On en conclut que, dans le mouve- 
ment du plan n, la base est le cercle de centre o et de 
rayon OqIi, la roulante le cercle de centre Oj et de 
rayon l^. Le point yu décrit donc une épioycloïde E^. 
Cette épicycloide est ordinaire, car le triangle OiYmIii 
étant semblable au triangle OPI, est isocèle, et Ton a 
Oi^M = Ojli, ce qui montre que Ym est sur le cercle 
roulant. Enfin la relation 

0;i, 01 
Ooli "" Ool 

r 

montre que E^ est semblable à Ë. Ainsi : 

La développée d'une épicycloïde ordinaire est une 
épicycloïde semhlahle. 



B. — Mouvement d'un corps qui possède un point fixe. 

li. Mouvement d'une sphère qui glisse sujr elle- 

] ime. — Considérons un corps animé d'un mouvement 

qu'un de ses points reste fixe. Soit S une sphère 

e, de centre et de rayon arbitraire. Si l'on imagine 
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une gerbe de droites en nombre quelconque issues du 
point et liées au corps, les traces de ces droites sur S 
formeront une figure de grandeur invariable, qui se 
mouvra sur la sphère en môme temps que le corps 
autour du point 0. On peut supposer que cette gerbe 
constitue F ensemble des droites issues du point 0, et 
Ton arrive ainsi à la conception d'une sphère se mouvtmt, 
en glissant sur une sphère fixe, c'est-à-dire du mouve- 
ment à la surface d'une sphère. 

Il est clair que l'étude du mouvement autour d'un 
point fixe et celle du mouvement à la surface d'tme 
sphère sont identiques, chaque propriété de l'un de ces 
mouvements faisant immédiatement connaître une 
propriété de l'autre. 

34. Mouvement épicycloïdal sphérique. Génération du 
mouvement autour d'un point fixe. — Etant données 
deux positions II et II' du corps, on sait qu'on peut 
amener celui-ci de l'une à l'autre par une rotation 
autour d'un certain axe (n<> 11, a). Si II' tend vers H, 
cet axe tend en général vers une position limite 01 
qui est dite axe instanta/né de rotaiion (a.t.r.), et en 
raisonnant comme on l'a fait -au n^ 26, on voit qu'il 
existe à chaque instant une rotation tangente au mou- 
vement, l'axe de cette rotation étant Va.i.r. 01. 

Si l'on passe au mouvement sphérique, on voit qu'il 
existe à chaque instant, à la surface de la sphère Sq sur 
laquelle glisse la sphère S, un c.i.r (^). 

Soient Cq le lieu des c.i.r. sur la sphère fixe Sq et C 
le lieu des points de S qui deviennent successivement 
e.i.r. En raisonnant comme on l'a fait au n<> 28, on 



1, Il serait plus exact de dire qu'il existe deux c.i.r., traces 
de Va.i.r. sur Sq. Mais on peut, â chaque instant, orienter 
Va.i.r. suivant la convention du n*» 20, 2°. L'a.â.r. devient 
ainsi une demi-droite dont la trace sur Sq est unique. 
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voit que le mouvement de S peut être engendré par le 
roulement de C sur Cq, le roulement de deux courbes 
à la surface de la sphère se définissant comme dans le 
plan. Ainsi, tout mouvement à la surface de la sphère 
est un mouvement épicycloïdal. Il est à noter qu'il n'y 
a pas ici, comme dans le plan» un mouvement excep- 
tionnel de translation pour lequel le théorème n'est plus 
vrai. Les courbes Cq et C seront encore dites base et 
roulcmte du mouvement. 

Si l'on considère les cônes Fo et F, de sommet com- 
mun et de directrices respectives Cq et C, les sections 
de ces cônes par une sphère de centre O et de rayon 
quelconque sont évidemment deux courbes roulant 
encore l'une sur l'autre. On dit que les deux cônes 
roulent aussi l'un sur l'autre. F© est fixe et F est lié 
au corps mobile. Ainsi : 

Le mouvement d'un corps qui possède un point jixe 
'^ut être engendré en lia/nt le corps à un cône qui roule 
«ur U7I cône fixe de même sommet, 

Fq est dit cône hase et F cône'roulant. 

On peut établir, pour les centres de courbure géode- 
sifue (*) des trajectoires, dans le mouvement à la sur- 
face d'une sphère, une construction semblable à celle 
de Savary et ime formule analogue à celle d'Euler. 
Kous ne nous y arrêterons pas. 



C. — • Mouvement général d'un corps solide. 

35. Génération du mouvement général d'un corps 
Ude. — On a démontré analytiquement au Chap. III, 



[1) On appelle centre de courbure géodésique d'une courbe 
bérique, en l'un de ses points, le point de rencontre du grand 
rcle normal à cette courbe, au point considéré, et du grand 
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no 21, qu'il existe à chaque instant un mouvement 
hélicoïdal tangent au mouvement d'un corps solide, 
dans le cas le plus général. Ce mouvement peut se 
réduire exceptionnellement à une rotation ou à une 
translation. 

On parvient à la même conclusion, ainsi que nous 
l'avons d'ailleurs remarqué {loc. cit.), en s' appuyant 
sur la théorie géométrique des déplacements. Soient IIi 
et n, deux positions du corps solide en mouvement. 
On peut passer de ïli à II^ par un certain déplacement 
hélicoïdal (Chapitre I, b9 11, h), lequel peut être réalisé 
par un mouvement hélicoïdal. En faisant tendre II, 
vers IIi, et en passant à \» limite, on retrouve le théo- 
rème rappelé. 

L'axe X du mouvement hélicoïdal tangent est aussi 
appelé axe instantané de rotation et de glissement^ ou 
encore a^e de viration. 

Considérons les droites qui sont successivement axes 
de viration, au cours du mouvement. Ce sont les géné- 
ratrices d'une surface réglée 2o. Les droites liées au 
corps mobile qui deviennent successivement axes de 
viration ont de même pour lieu par rapport à ce corps 
une surface réglée D. Les deux surfaces Sq et S ont 
en commun la génératrice X, à l'instant considéré. 
Nous allons reconnaître qu'elle se raccordent le long de 
cette génératrice, c'est-à-dire qu'elles ont même plan 
tangent en un point quelconque de X. 

Soit en effet M un point quelconque de X (fig. 29). 
Traçons sur Sq une courbe arbitraire C© passant par M,^ 
et considérons le mouvement de ce point, assujetti 
à être à chaque instant le point d'intersection de Taxe 



cercle normal au point infiniment voisin (plus exactement, 
il existe deux centres de courbure géodésique, diamétrale- 
ment opposés). 
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Fig. 29, 



de viration correspondant et de la courbe Cq. Le point M 

a un certain vecteur vitesse V«, dirigé suivant la tan- 
gente à Cq. Mais on peut considérer 
le mouvement de M comme un mou- 
vement absolu, résultant d'un mouve- 
ment d'entraînement, qui n*est autre 
que le mouvement considéré, et d'un 
mouvement relatif s' effectuant sur 
une certaine trajectoire C tracée sur 
la surface S, puisque par définition 
même de cette surface, le point M ne 
cesse de lui appartenir. Le vecteur 

vitesse d'entraînement Y,, est dirigé 

suivant X, puisque le point M appartient à l'axe de 

viration, et le vecteur vitesse relatif V^ est tangent à 
une courbe tracée sur S. L'égalité géométrique 

montre que le plan (X, Y a) se confoïid avec le plan 

(X, Vr). Mais le premier de ces plans est le plan tangent 
à Sq en M, et le second est le plan tangent à D au même 
point. Le point M étant arbitraire sur X, le théorème 
énoncé est démontré. Ainsi : 

Pour réaliser le mouvement le plus général d'un corps 
solide, on reliera ce corps à une surfaces réglée S dont les 
génératrices viennent successivement coïncider avec celles 

me surface réglée fixe Sq, 6< cela de telle manière que 
deux surfaces se ra^ccordent à chaque instant le long 

leur génératrice commune. 

On donne le nom de viration à ce mouvement parti- 

lier d'tme surface réglée. 
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La correspondanoe entre les génératrices de I] et de lo 
qui viennent successivement en coïncidence doit être 
telle que le raccordement dont il est question dans 
renoncé soit possible. Si Ton fait appel à la théorie 
générale des surfaces réglées, on reconnaît que cela 
exige que, poiir deux génératrices correspondantes, 
les paramètres de distribution soient égaux. En outre, 
le mouvement doit s'effectuer de telle manière que les 
pointa centraux de deux génératrices en coïncidence 
soient eux-mêmes en coïncidence. 

On voit encore que, si l'une des surfaces Sq ©* - ^^ 
développable, il en est nécessairement de môme pour 
r autre, sans quoi le raccordement serait impossible. 

Dans le cas général, on ne peut parler de roulement 
proprement dit. L'égalité vectorielle écrite plus haut 

montre en effet que, si V« n'est pas nul, les deux courbes 
Co et Cl trajectoires du point M sur So et Sj ne sont 
même pas tangentes. Il ne peut y avoir roulement que 



si Ve est constamment nul, c'est-à-dire si le mouvement 
hélicoïdal tangent a/u mouvement se réduit toujowrs à 
une rotaUon, et l'égalité vectorielle, se réduisant alors à 

y a = v„ 

on en conclut que C roule bien sur Co- La courbe Cq est 
arbitraire sur ilo» Ainsi, dans ce cas, à toute courbe 
tracée sur S^ correspond sur 2 une courbe qui roule sur 
la précédente, et l'on peut dire que 2 roule sur Sq. On 
reconnaît aussi que les deux surfaces sont applicables 
l'une sur l'autre, avec conservation des génératrices. 

La théorie du mouvement général d'un corps solide 
donne encore lieu à d'intéressants développements 
relatifs aux propriétés géométriques des normales et 4es 
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tangentes aux trajectoires, des caractéristiques des 
plans entraînés dans le mouvement, etc. 'Ces dévelop- 
pements font appel à la théorie des complexes de droites 
et particulièrement à celle du complexe linéaire. Nous 
les laisserons de côté. 

36. Mouvements à plusieurs degrés de liberté. — 
Dans tout ce qui précède, nous avons considéré exclu- 
sivement les mouvements tels qu'ils s'effectuent néces- 
sairement dans la réalité, le corps mobile prenant une 
infinité simple de positions et ses points décrivant des 
lignes trajectoires. Il en est ainsi, parce que le temps 
n'a qu'une dimension. On peut toutefois, du point 
de vue géométrique, étendre le sens du mot. mouve- 
ment, 

La position d'un corps solide dépend, on le sait, de 
six paramètres. Dans un mouvement ordinaire, ces 
six paramètres sont des fonctions du temps, c'est-à-dire 
d'une seule variable. 

Mais on peut imaginer que ces six paramètres soient 
fonctions de deux variables indépendantes. Le corps 
peut alors prendre une infinité double de positions, 
ou comme l'on dit encore, oo* positions. On dit qu'il 
est animé d'un mouvement au deuxième degré de liberté, 
ou à deux pa/ramiètres. * 

Dans un mouvement à deux paramètres, les points 
du corps ont des surfaces trajectoires. 

On peut de même considérer des mouvements à trois, 
quatre et cinq paramètres (un mouvement à six para- 
mètres serait celïii d'tm corps pouvant occuper n'importe 
quelle position, c'est-à-dire absolument libre). 
Bien entendu, les mouvements à plusieurs paramètres 
) sont pas réalisables physiquement, c'est-à-dire qu'il 
t impossible de faire occuper en un temps fini au 
>rps mobile toutes les positions qu'il peut prendre dans 
L tel mouvement. 
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Ils n'en jouissent pas moins de propriétés géomé- 
triques intéressantes, que le manque de place ne permet 
pas d'exposer ici. 



EXERCICES 

1. Faire l'étude géométrique du mouvement défini à l'exer- 
cice 3 du chapitre I : courbes, base et roulante, trajectoire 
d'un point, enveloppe d'une droite du plan mobile. 

2. Une courbe plane F se meut dans son plan de manière 
à toucher en un point fixe une droite fixe. Quelles sont la base 
et la roulante du mouvement épicycloïdal qui engendre ce 
mouvement? 

3. Deux courbes convexes Cq et C d'un même plan sont la 
première fixe et la seconde mobile. Un fil inextensible sans 
fin est tendu autour des courbes Co et C comme une courroie 
entoure deux poulies, et C se meut de manière que le fil ne 
glisse sur aucune des deux courbes. Four une position donnée 
de C, quel est le cÀ,r, du plan mobile entraîné avec cette 
courbe? 

4. Conservant les notations du n° 30, soient M et N deux 
points du plan mobile, ym et yH les centres de courbure de 
leurs trajectoires, Q le point de rencontre des droites MN 
et ym yw Démontrer que les droites IQ et \x sont antiparal- 

lèles par rapport à l'angle MIN, c'est-à-dire que cet angle 

et l'angle a;IQ ont les mêmes bissectrices (BoBUiLiEB). 

Ce théorème permet de résoudre le problème suivant : 
Connaissant les centres de courbure des trajectoires de deux 
points du plan mobile, construire le centre de courbure de la 
trajectoire d'un point quelconque du même plan, 

5. Les développements des n»» 28 et suivants supposent 
que le cA.r, est à distance finie. Il peut arriver qu'à un certain 
instant il soit rejeté à l'infini, et les développements dont 
il s'agit ne sont plus valables. 

Faire, dans ce cas particulier, l'étude de la distribution 
derf accélérations et des courbures des trajectoires, et démon- 
trer en particulier ceci : 

M et N étant deux points quelconques du plan mobile, 
Ym et Y» les centres de courbure de leurs trajectoires, Q le 
point de rencontre de MN et de ym Yw» le symétrique de Q 
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\ 
par rapport au milieu de MN appartient à une certaine droite 
indépendante des points M et N, et parallèle à' la direction 
dans laquelle est re jetée à l'infini le cA.r, Cette droite est 
l'asymptote commune de la base et de la roulante, dont le 
point de contact s'éloigne à rinôni dans la direction consi- 
dérée. 

Ce théorème permet do résoudre, dans le cas particulier 
dont il s'agit, le problème énoncé à la fin de l'exercice précé. 
dent. 
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LIVRE II 
MÉCANISMES 



Chapitre VI 
ENQBENAGE8 ET C0UEBE8 BOULANTES 

37. Généralités. — Une machine est un ensemble 
d'éléments matériels ou orgcmes, présentant une mobilité 
relative, et agencés de manière à produire un certain 
effet, quand la machine est alimentée par une source 
d'énergie convenable. L'effet obtenu peut être une 
transformation de l'énergie fournie à la machine, en 
vue de l'utilisation de cette énergie à des fins ultérieures 
(exemples : machine à vapeur, dynamo génératrice 
d'électricité) ; une action sur la matière (exemples : 
machines-outils, presse hydraulique) ; un déplacement 
dans l'espace (exemples : hicyclette, automobile) ; un 
simple déplacement relatif des organes de la machine 
(exemples : horloge, machine à calculer), etc. 

Un mécanisme est constitué par l'ensemble des organes 
d'une machine, ou seulement par une partie de ces 
organes, considérés spécialement sous le rapport de 
leurs liaisons cinématiques, c'est-à-dire sous le rapport 
des mouvements qu'ils peuvent prendre les uns relati- 
vement aux autres. C'est ainsi que, dans une machine 
à vapeur, les dispositifs qui permettent de transmettre 
le mouvement du piston au volant, de commander la 
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distribution, d'actionner par le régulateur l'arrivée de 
la vapeur ou la détente, etc., sont autant de mécanismes, 
dont l'étude appartient à la cinématique, lorsqu'on 
n'a en vue que leurs propriétés géométriques et les lois 
de temps de leurs mouvements. 

Les mécanismes sont très variés. Ils peuvent com- 
prendre, outre des solides rigides, des solides dèfor- 
mables (courroies de trcmsmission) ou même des fluides 
(liquide d'une presse hydraulique, gaz d'une transmission 
pneumatique). Nous n'en étudierons qu'un petit nombre, 
choisis parmi ceux qu'on rencontre dans la plupart des 
machines et qui présenteiit en même temps un intérêt 
cinématique particulier. Nous passerons en revue les 
engrenages, les courbes roulantes, les cames et les excen- 
triques, les systèmes articulés. 

Les mécanismes peuvent encore être considérés 
comme des dispositifs servant à transformer un n^ou- 
vement de nature donnée en un mouvement de même 
nature ou de nature différente. Les mouvements le 
plus souvent utilisés sont le m,ouvement circulaire 
(c'est-à-dire la rotation) et le mouvement rediligne 
(c'est-à-dire la translation rectiligne). Le mouvement 
circulaire peut être continu, c'est-à-dire s'effectuer 
toujours dans le même sens (c'est le cas d'un volant 
de machine à vapeur) ou alternatif, c'est-à-dire s'effec- 
tuer alternativement dans un sens et dans l'autre (c'est 
le cas d'une pédale de rémouleur). Un mouvement 
rectiligne est naturellement toujours alternatif, dans 
la pratique, les machines ayant nécessairement des 
dimensions limitées. 

On peut classer.la plupart des mécanismes suivant la 
nature de la transformation qu'ils permettent de 
réaliser : mouvement circulaire continu en circulaire 
continu, circulaire continu en circulaire alternatif, etc. 
Nous n'entrerons pas dans le détail de cette classifi- 
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cation, notre but n'étant pas, comme nous Tavons dit, 
de faire une étude complète des mécanismes. 

38. Engrenages. Position générale du problème. — 
Uu engrenage est un mécanisme destiné à résoudre le 
problème suivant : un corps A étant a/nimé d'un mouve- 
ment de rotation autour d'un a>xe X, établir entre ce corps 
et un OAitre corps A' un contact qui oblige ce dernier à 
prendre un mou/vement de rotation a/wtour d'un autre 
axe X'. 

Si l'on ne s'impose aucune autre condition, la solu- 
tion est immédiate, en principe. Le corps A et le corps A 
seront armés de saillies telles que, celles de A faisant 
appui sur celleô de A', ce dernier corps, établi de manière 
à pouvoir tourner librement autour de X', prenne le 
mouvement de rotation demandé. Mais, dans la pra- 
tique, on requiert en général que, la rotation de A ayant 
lieu suivant une certaine loi de temps donnée, celle 
de A' satisfasse également à une loi de temps donnée 
a priori. Il est clair qu'alors les saillies de A et de A' 
ne peuvent être quelconques, et les surfaces S et S' 
qui les limitent doivent satisfaire à certaines condi- 
tions dont la recherche constitue le problème général 
des engrenages. 

Ce problème général admet une solution théorique 
également générale. Appelons R et R' les rotations 
de A et de A', dont les lois de temps sont données. 
Ces rotations s'effectueront par rapport à un certain 
hâti, qui est le support commun des axes X et X'. Il 
est clair qucy nous pouvons imprimer à ce bâti une 
rotation autour de X, de loi telle que le corps A devienne 
i e dans l'espace. Désignons cette rotation par R~^. 
mouvement absolu de A' résultera de la composi- 
1 n des deux mouvements R~^ et R', et nous le dési- 
I Qrons par R~^R'. La surface S' reste en contact avec 
1 surface S, mais celle-ci est devenue fixe. On aboutit 
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donc à l'énoncé de cette condition géométrique : 
La surface S', qui limite VensemhU des saUlies du 
corps A', étant supposée donnée, la surface S qui limite 
V ensemble des saillies du corps A doU être telle que cette 
surface, supposée fixe, reste constamment en contact avec 
la surface S' entraînée dam,s le mouvemejit R ^B'. 
Des surfaces S et S', satisfaisant à cette condition 

sont dites conjuguées. -o-n?/ 

La surface S', entraînée dans le mouvement E K , 
possède une enveloppe S qu'elle iouche à chaque ins- 
tant suivant une certaine Ugne L. On peut prendre 
pour surface S la surface S même. Les saiUies qui arment 
les corps A et A' sont alors teUes qu'elles se touchent 
à chaque instant suivant une ligne. Les engrenages de 
cette sorte seront dits à contact linéaire, 

Maia on peut aussi prendre pour surface S une surface 
inscrite à S suivant une Hgne L,. Alors les saUUes qui 
arment A et A' se toucheront à chaque instant smvant 
un pointy qui est le point d'intersection de L et de L,. 
Les engrenages de cette sorte seront dits à contact 
ponctuel Les engrenages à contact linéaire sont en 
général préférés, parce qu'il est évidemment plus avan- 
tageux de répartir suivant une ligne que de concentrer 
en un point la pression qu'exercent l'un sur l'autre 
deux corps en contact. Nous aurons cependant à 
signaler des engrenages à contact ponctuel. 

Dans la très grande majorité des cas, les lois de temps 
imposées aux rotations R et R' sont.telles que le rapport 
des vitesses angulaires w et lo' de ces rotations soit constant 
ri est clair qu'on ne change rien aux conditions géomé- 
triques des engrenages en supposant que ces vitesses 
sont elles-mêmes constantes, et c'est ce que nous ferons 

dorénavant. 

Les axes X et X' peuvent être parallèles (c'est le cas 
le plus fréquent dans la pratique), concourants ou enfin 
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non concourants» De là trois classes d'engrenages que 
nous étudierons successivement. 



A. — AXBS PARALLÈLES (BNGBHNAGBS CYLINDRIQUES). 

39. ' Cylindres primitifs et cercles primitifs. — Soient 
toujours X et X' les axes, supposés parallèles, autour 
desquels les corps A et A' sont animés de rotations 
nniformes R et R', de vitesses angulaires respectives 
0) et (û' (fig. 30). Ces ^, 

rotations peuvent être 
représentées par des 

vecteurs w et w', sup- 
portés respectivement *i i 
par X et X', et aux- — ». 
quels nous donnerons 
comme origines deux 
points et 0', traces 
de X et de X' sur un Fig. 30. 
plan P perpendicu- 
laire à ces axes. Appliquons la méthode du n» 38 
çt imprimons au bâti qui supporte X et X' la rota- 

tion R~i, représentée par le vecteur — w. Le corps A 
devient ainsi immobile, et le mouvement du corps B 
résulte des rotations R' et R~^. Or, comme elles ont leurs 
axes parallèles, ces rotations, si Von suppose lo' — to :^ 0, 
se composent, à un instant quelconque, en une rotation 
unique, de vitesse angidaire w' — w, dont Taxe Y passe 
par le point I, barycentre des points et 0' affectés 
respectivement des coefficients — w et w' (Chapitre IV, 
n® 26). Le point I fest sur 00' et divise ce segment 

dans le rapport •=-t-^ = — • 

lO (o 

Bricard. — ~ Cinématique. 7 
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Au cours du mouvement R~^R', la longueur 00' reste 

invariable, et de même les longueurs 10 et 10', puisque 

co' 

— est constant. 

Le point I décrit donc dans le corps fixe A un cercle C 
de centre 0, et dans le corps A', un cercle C de centre C. 
Si Ton considère les sections des corps A et A' par le 
plan P, la première est fixe et la seconde constitue une 
figure plane de grandeur invariable pour le mouve- 
ment de laquelle le point I est c.i.r. Il résulte de ce qu'on 
vient de dire et du théorème général sur le mouvement 
épicycloïdal (Chapitre V, n<> 28), que le mouvement dont 
il 8^ agit peut être engendré par le roulement du cercle C 
sur le cercle C. 

Les deux cylindres de révolution ayant pour sections 
droites C et C sont dits cylindres primitifs de 1* engre- 
nage. Ils roulent l'un sur l'autre. En résumé, les cylindres 
primitifs ont des rayons inversement proportionnels aux 
vitesses angulaires des rotations considérées. Leur 
contact est intérieur si ces rotations sont de même 
sens (cas de la figure) et extérieur dans le cas con* 
traire. 

On peut réaliser les cylindres primitifs mêmes et 
constituer l'engrenage simplement par ces deux 
cylindres roulant l'un sur l'autre. On obtient alors 
l'engrenage dit à friction, employé dans certains cas où 
l'effort à transmettre est assez faible pour ne pas pro- 
voquer un glissement relatif des deux cylindres. Mais le 
plus souvent, on ne peut compter sur une adhérence 
suffisante de ceux-ci, et il faut tailler les corps A et A' 
suivant des surfaces conjuguées. 

En général on prend pour ces dernières des cylindres 
de génératrices parallèles aux axes X et X', comme il 
est naturel, et l'engrenage est dit cylindrique. 

Dans l'étude cinématique des engrenages cylindriques, 
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on peut évidemment se borner à considérer la figure 
dans le plan P. Les cercles C et C^ traces des cylindres 
primitifs, sont dits cercles primitifs, et les traces des 
cylindres qui constituent les surfaces conjuguées sont 
dites ^profils conjugués. 

Eappelons enfin qu'il a fallu supposer (o' — (0960. 
Donc il est impossible de réaliser un engrenage simple 
transformant l'une dans l'autre deux rotations de 
même sens et de même vitesse angulaire autour de deux 
axes parallèles. 

40. Construction des profils conjugués. — Soient C 
et C les cercles primitifs, de centres respectifs et 0', 

R 
et de rayons R et R' (fig. 31). Le rapport ~ est égal à 

R 



O) 



la valeur absolue du rapport —7- Le contact des cercles 

est intérieur si 
ce dernier rap- 
port est positif 
et extérieur 
dans le cas con- 
traire (cas de la 
figure). 

Si G et G' 
sont deux pro- 
fils conjugués, 
liés respective- 
ment aux cer- 
cles C et C, Gr 
doit être l'en- 
veloppe de Gr' 
quand C roule 
sur C. On peut 

indiquer deux méthodes générales pour la construction 
pratique d'un couple de profils conjugués. 




Fig. 31. 



. ' -r 
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1° Méthode des enveloppes. — Donnons-nous arbi- 
trairement le profil G-'. Marquons sur C un point Ii. 
Ce point sera à un certain moment le point de contact 
de C roulant sur C, et Ton obtiendra le point de contact 
de G' avec son enveloppe G en abaissant du point Ii 
une normale IiM sur la position correspondante de G'. 
Or, portons sur le cercle G', dans le sens convenable, 
un arc IIÎ égal à Tare IIi et abaissons du point l[ la 
normale liM' sur la courbe G'. Il est clair que, lorsque Ii 
sera le point de contact des deux cercles G et G', I/M' 
viendra s'appliquer sur IiM. Si donc on décrit du 
point II un cercle, de rayon égal à IiM', ce cercle est 
tangent à G au point M. G est donc l'enveloppe des 
cercles analogues, et l'on aboutit à la construction 
suivante. 

M' étant un point du profil donné G', menons en ce 
point la normale à G' et soit IJ le point oU cette normale 
rencontre G^ Portons sur G Varc ïï^ égal à Varc Ili et 
décrivons un cercle de centre I^ et de rayon égal à I(M'. 
Le profil cherché G, conjugué de G', est V enveloppe du 
cercle ainsi obtenu^ quand on fait varier le point M' 
sur G'. 

Env faisant la construction pour un certain nombre 
de points M' suffisamment rapprochés, les cercles cor- 
respondants seront eux-mêmes assez rapprochés pour 
que leur enveloppe apparaisse nettement. 

Dans la pratique, les points Ii et !( intervenant dans 
la construction seront toujours assez rapprochés du 
point I pour que l'on puisse confondre, sans erreur 
sensible, les longueurs des arcs IIi et II 'i avec celles 
de leurs cordes. On fera donc corde IIi = corde III^ 

2» Méthode des roulettes, — I^es cercles primitifs C 
: t et G' étant toujours donnés, traçons une courbe T 
-j^ quelconque touchant ces deux cercles en I (fig. 32). 
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Faisons rouler la courbe F successivement sur C 
et C Un point M, lié à F, décrira dans les deux mouve- 
ments respectivement les trajectoires G et G'. G et G' 
constituent un eouple de profils conjugués. En gffet, 
faisons rouler simultanément le cercle C et la courbe F 
sur le cercle C, 
de manière que 
les points de 
contact ne ces- 
sent de coïnci- 
der. Il est clair 
que le mouve- 
ment relatif de o>' 
r par rapport à 
C n'est autre 
quele roulement 
qui engendre G'. 
A un instant 
quelconque, le 
point M lié à F 
appartient à la 

fois à G et à la position prise par G' à l'instant con- 
sidéré, et les normales en M à G et à G' sont confon- 
dues, puisqu'elles doivent toutes les deux passer par 
le point de contact des trois courbes C, C et V. G' ne 
cesse donc pas d'être tangente à G, ce qui établit la. 
proposition. 

Cette méthode se prête au tracé des roues d'assorti- 
ment. On nomme ainsi deux séries de roues, telles que 
toute roue de l'une des séries puisse être associée à 
ute roue de l'autre série, de manière à constituer un 
igrenage fonctionnant correctement. Or on voit 
l'étant donnée la courbe F, la construction qui 
►nne G est indépendante du cercle C, et la construc- 
m qui donne G' est indépendante du cercle C. Donc, 
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en prenant un nombre quelconque de cercles primitifs C 
et C on obtiendra, par le roulement de F sur les cercles C, 
puis sur les cercles C, des roues telles que Tune quel- 
conqjie de celles de la première série puisse engrener 
avec Tune quelconque de celles de la seconde série, 
c'est-à-dire des roues d'assortiment en aussi grand 
nombre qu'on voudra. 

Naturellement, si l'on veut construire un engrenage 
extérieur, comme dans le cas de la figure, le roulement 
de r devra se faire à V intérieur de l'un des cercles pri- 
mitifs, et à V extérieur de l'autre. Pour un engrenage 
intérieur, les roulements devraient être simultanément 
extérieurs ou intérieurs. 

41. Engrenages à flancs épicycloïdaux et engrenages 
à développantes de cercle. — Il résulte de ce qui vient 
d'être dit qu'il existe a priori une grande indétermina- 
tion dans le choix des profils conjugués. Pratiquement 
on n'emploie guère que les profils épicycloïdcmx et 
les profils en développa/ntes de cercle : 

1° Engrenages à flcmcs épicycloïdaux. — On les obtient 
par application de la méthode des roulettes (n^ 40, 2°). 

C et C étant toujours les cercles primitifs, se touchant 
en I (fig. 33), traçons deux cercles Fi et Fj, disposés 
comme l'indique la figure, et faisons d'abord rouler le 
cercle Fi successivement sur les cercles C et C, les sens 
de ces roulements étant indiqués par la flèche. Le point 
I, entraîné dans ces roulements, décrira des épicycloïdes 
Gi et Gi (dans le cas de la figure, Gi est une épicycloïde 
proprement dite, et G/ une hypocycloïde)^ Faisons 
ensuite rouler le cercle i\ successivement sur C et sur C 
Le point I, entraîné dans ces roulements, décrira une 
hypocycloïde G2 et une épicycloïde G^'. Il résulte àeé 
explications générales données sur la méthode des 
roulettes que l'on obtient deux profils conjugués consti- 
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tués l'un par Tare GralCri ©* Tautre par l'arc Ga'IG/. 
BU à partir de leur position actuelle, on lait rouler 
run sur l'autre les cercles C et C, dans les sens indiqués 
par les flèches, ce sont les arcs IGi et IGi' qui restent en 
contact. Pour 
un roulement de 
sens contraire, 
le contact a lieu 
entre les arcs 
IG2 et IGa'. On 
voit encore que, 
dans le premier ^ _ __ j 




cas, c'est le pro- " 
fil G-i qui payasse 
le profil G/. On 
exprime ce fait 
en diisant que la 
roue G est roue 
menante et la 
roue C roue w^- Fig. 38. 

née. Dans le se- 
cond cas, . c'est C qui est roue menante et roue 
menée. 

On donne qu^quefois au cercle \\ un rayon égal à 
la moitié de celui du cercle C, et au cercle Tj un rayon 
égal à la moitié de celui du cercle C. Dans ces condi- 
tions, les arcs IGi' et IG2 se réduisent tous les deux 
à des lignes droites confondues avec les rayons 10' 
et 10 (Chapitre V, n® 32). Les engrenages ainsi obtenus 
sont dits à flancs reetilignes. 



2^ Engrenages à développantes de cercle. — On peut 
les obtenir par application de la méthode des enve- 
loppes. 

Donnons-nous comme profil G' une développante 
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d*im cercle C^' (fig. 34), de rayon R[, concentrique 
au cercle C. Le point caractéristique de G' est le pied 

de la normale 
abaissée du 
point I çur Gr', 
normale qui est 
tangente à CJ, 
par définition 
même de la dé* 
veloppante de 
cercle. Quand 
on fait rouler C 
sur C supposé 
fixe, il est clair 
que la tangente 
issue du point I 
au cercle C^, fait 
un angle con- 
stant avec la li- 
gne des centres 
010'. Cette tangente enveloppe donc un cercle Q qui est 
concentrique au cercle C, et dont le rayon R^ satisfait 
évidemment à la proportion 




Fig. 34. 



R 



R/ 
R' 



Le profil G, conjugué de G', est donc tel que toutes 
ses normales touchent le cercle Cj. C'est par conséquent 
une développante de ce dernier cercle. 

Ainsi, on réalisera deux profils conjugués au moyen 
d'arcs de développantes de deux cercles, ayant des 
rayons proportionnels à R et R'. 

L'engrenage à développantes présente une propriété 
remarquable. Les profils conjugués G et G' sont définis, 
en somme, par le moyen de deux cercles Ci et Ci', indé- 



W^'i- 



ENGRENAGES CTLINDBIQUES 105 



pondamment de la distance de leurs centres et 0'. 
Si donc on a taillé un engrenage en utilisant ces profils, 
il fonctionnera correctement, c'est-à-dire avec conser- 
vation du rapport des yitesses angulaires des roues, 
quelle que soit la distance de leurs centres (dans de cer- 
taines limites dépendant des dimensions des roues et 
de leurs dents, bien entendu). Il résulte de là des faci- 
lités de réglage intéressantes dans la pratique. 

En revanche» les engrenages à développantes ont 
l'inconvénient de conduire à des dents trop faibles vers 
la tête, et par conséquent insuffisamment résistantes 
dans quelques cas. Quoi qu'il en soit, ces engrenages 
sont de plus en plus employés dans la pratique. 

42. Division de l'engrenage en dents. — Les profils 
conjugués, déterminés par l'une ou l'autre des méthodes 
indiquées, doivent forcément être limités à des arcs des 
courbes qui les constituent : on ne peut songer, par 
exemple, dans le cas d'un engrenage à flancs épicy- 
cloïdaux, à utiliser toute l'épicycloïde suivant laquelle 
sera taillé un profil, cette épicycloïde présentant des 
points de retroussement qui rendraient impossible le 
fonctionnement de l'engrenage. Les arcs dont il s'agit 
ne restent en prise, c'est-à-dire en contact, que pendant 
un temps limité. 

On est donc obligé, pour permettre le fonctionnement 
continu de l'engrenage, de multiplier le nombre des 
profils, de manière que lorsque deux de ces profils 
cessent d'être en prise, ils soient remplacés par deux 
nouveaux profils qui assurent à leur tour la transmis- 
sion de la rotation d'une des roues à l'autre. 

A cet effet, limitons les profils conjugués G et G', 
par exemple les profils en développante de la figure 33, 
de telle manière qu'ils soient en prise pendant qu'un 
certain arc A'B', donné a priori sur le cercle C, roulera 
sur l'arc correspondant AB du cercle C. La longueur 
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commune de ces deux arcs est àitepas de T engrenage (*)• 
Construisons le profil G^, obtenu en faisant tourner G 

autour du point d'un angle égal à l'angle BOA, et le 
profil Gi', obtenu en faisant tourner G' autour du 

point 0' d'un angle égal à l'angle B'O'A'. L'engrenage 
fonctionnant dans le sens indiqué par les flèches, on 
voit que les profils Gi et Gi' viendront en prise au mo- 
ment où les profils G et G' cesseront d'y être. 

Cette construction peut se répéter, et l'on aura fina- 
lement réalisé deux séries de profils G et G' tels qu'il 
Y ait toujours prise de deux profils appartenant à des 
séries différentes, et le fonctionnement continu de 
l'engrenage est assuré. 

Pratiquement, on s'arrangera de manière que deux 
nouveaux profils viennent en prise avant que les deux 
précédents se quittent. On peut même faire en sorte, 
en allongeant suffisamment les profils, qu'il y en ait 
toujours deux couples en prise, et un troisième couple 
pendant de courts moments. On prend cette mesure 
dans la construction des engrenages qui doivent résister 
à des efforts considérables. 

Bien entendu, il faut que la construction indiquée 

fasse retomber sur les profils initiaux, après qu'on a 

fait lo tour des cercles C et C. Cela exige que les arcs 

égaux AB et A'B' soient des parties aliquotes des 

circonférences de ces cercles. On a donc, n et n' étant 

deux nombres entiers, 

.,^, 27rR 2TrR' 

AB = A'B' = = — —. 

n n 

d'où 

R R' 



(1) La limitation des profils G et G' est indiquée, sur la 
figure 34> par des traits normaux à ces profils. 
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Ainsi, les rayons des cercles primitifs doivent être 
entre eux dans un rapport rationnel. 

Ajoutons enfin que, pour permettre le fonctionnement 
de l'engrenage dans les deux sens de rotation, il convient 
de réaliser, outre les séries de profils G et G', deux autres 
séries de profils qu'il sera naturel de faire symétriques 
des premiers par rapport à des rayons. On aboutira 
^insi k la division de l'engrenage en dents. 

On limite les dents, extérieurement, à un cercle y dit 
cercle d' échcmfrinement, et, intérieurement, à un cercle Y 
dit cercle de pied ou d'évidement y 

(%36). ^..^ \^ 

Voici encore quelques termes y\ \ \ 
techniques relatifs aux engrenages. 
L'arc AB, compté sur le cercle 
primitif, étant le pas, l'arc AC est 
V épaisseur d'une dent, l'arc CB est 
le creux (que l'on fait un peu plus 
grand que l'épaisseur, pour per- 
mettre un certain jeu). AD est le 
flanc, A£ la /ocd, DTF la racine de la 
dent. .-' /' / 

Quand les deu:?: roues d'un en- y / 

grenage ont des rayons différents, 
on appelle pignon la plus petite. Fig. 85. 

On trouvera dans les ouvrages 
techniques des indications sur les dimensions à donner 
aux dents, en s' appuyant sur la résistance des maté- 
riaux, sur les proportions ordinairement adoptées dans 
leur tracé, sur la description approximative des profils 
épicycloïdaux ou en développante au moyen d'arcs de 
cercle, etc. 

Ba/pport des vitesses de rotation des deux roues. — 11 
résulte de la théorie générale des engrenages que les 
vitesses angulaires des deux roues sont, en valeurs 
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absolues, inversement proportionnelles aux rayons des 
cercles primitifs correspondants. On a donc 

w . R 



R 



le signe supérieur convenant dans le cas d'un engrenage 
intérieur, et le signe inférieur dans le cas d'un engrenage 
extérieur. En rapprochant cette égalité de T égalité (1), 
on a l'importante formule 



0) . n' 



(2) , 

Les vitesses angulaires de deux roues d^ engrenage sont 
inversement proportionnelles a/ux nombres de dents cor- 
respondantSf et ces vitesses sont de même signe ou de 
signes contraires, suivant que Vengrenage est intérieur 
ou extérieur. 

43. Crémaillères. — Si le rayon de l'un des deux 
cercles primitifs, C par exemple, devient infini, le méca- 
nisme obtenu prend le nom de crémaillère. Une cré- 
maillère transforme un mouvement de rotation en un 
mouvement de translation. 

Les principes développés précédemment s'appliquent 
sans modifications aux crémaillères. On peut obtenir 
des couples de profils conjugués par la méthode des 
enveloppes ou par celle des roulettes. 

Les engrenages à flancs épicycloïdaux deviennent, 
dans le cas de la crémaillère, des engrenages à flancs 
épicycloïdaux pour la roue, et cycloïdaux pour la cré- 
maillère. Les engrenages à développante de cercle 
deviennent des engrenages oti les profils conjugués 
sont une développante pour la roue et une droite pour 
la crémaillère. 

44. Engrenage hélicoïdal. — Les engrenages cylin- 
driques donnent nécessairement lieu à des frottements. 
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Soit en effet M» à un certain instant, le point de contact 
d'un profil G' avec le profil conjugué G. Si, au même 
instant, I est le point de contact des cercles primitifs, 
le point M,' considéré comme entraîné par le cercle C 
roulant sur le cercle C supposé fixe, possède une vitesse 
proportionnelle à IM. Cette vitesse ne peut être nulle 
que si le point M coïncide avec le point I. Il y a donc 
glissement du profil G' sur le profil G, sauf aux instants 
où le contact de ces deux profils a lieu en I, ce qui ne 
peut avoir lieu constamment (sans quoi les profils 
seraient confondus avec les cercles primitifs mêmes, 
et Ton retomberait sur l'engrenage à friction). 

Mais on peut, dans le cas des axes parallèles, réaliser 
des engrenages à contact ponctuel, tels que le point de 
contact des surfaces conjuguées, qui ne seront plus des 
cylindres, se trouve constamment sur la génératrice 
de contact des cylindres primitifs. Le point de contact 
des deux surfaces se trouve alors toujours avoir même 
vitesse sur chacune d'elles, et l'on obtient ainsi un 
véritable roulement des deux surfaces (ce qui ne sup- 
prime cependant pas les frottements dé toute nature, 
comme nous le verrons plus loin). 

Un engrenage de cette sorte est V engrenage hélicoïdal 
ou de White. On l'obtient par les considérations suivantes: 

X et X' étant toujours les axes de rotation (fig. 36), 
soit G la génératrice de contact des cylindres primitifs. 
Gr est parallèle à X et à X', dans le plan de ces axes, 
et les rayons R et R' des deux cylindres primitifs satis- 
font à la condition 

R R' 



wM ICDI 



Traçons dans le plan des axes deux courbes quel- 
♦nques C et C, tangentes entre elles et dont le point 
B contact M appartienne à G, et considérons les deux 
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hélicoïdes X et 5C', engendrés respectivement par C 
et C, dans des mouvements hélîooïdanx dont les axes 
sont X et X' et dont les pas H et H' satisfont à la 
condition 

(3) ^ «' « ^' 



K R' 



ou 



(0 



H 




Fig. 36. 



Ajoutons enfin que ces mouvements hélicoïdaux sont 
l'un dexirorsum et l'autre sinistrorsum, dans le cas d'un 

engrenage extérieur, qui est 
celui de la figure. 

5C et 3t' sont tangents en 
M. En effet le plan tangent 
en ce point à la première 
de ces surfaces est déter- 
miné par la tangente à C et 
par la tangente à l'hélice 
qui passe en M. Cette der- 
nière tangente fait avec le plan perpendiculaire aux 
axes un angle cp tel que 

De même le plan tangent à OfC' est déterminé par la 
tangente à C et une autre droite, faisant avec le plan 
perpendiculaire aux axes un angle cp' tel que 

H' 
*^^^ ^ = 2^'- 

Donc, en vertu de (3), cp = <p'. On voit aussi, d'après 
l'hypothèse faite sur les sens des deux mouvements 
hélicoïdaux introduits, que les tangentes aux deux 
hélices sont inclinées du même côté du plan des axes. 
Ces deux tangentes, qui appartiennent toutes deux 
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au plan tangent commun aux cylindres primitifs» sont 
donc confondues. 

Il en est de même des tangentes à C et à C. X et 3C' 
ont donc bien même plan tangent en M. 

Entraînons maintenant rH3 et 5C' dans les rotations 
des cylindres primitifs autour de leurs axes. Il est 
clair que la courbe C, qui est la trace de X sur le plan 
des axes, aura un mouvement de translation, parallèle 



à ceux-ci et de vitesse V = ——^ De même C aura 
un mouvement de translation de même direction et 
de vitesse Y' = -J— ^- Et il résulte des égaUtés (3) 

que V = Y'. 

En résumé les hélicoïdes JC et 3C' resteront tangents, 
leur point de contact se mouvant le long de G. Ces deux 
hélicoïdes sont donc bien propres à constituer un couple 
de surfaces conjuguées satisfaisant aux conditions 
requises. 

Considérons, à un instant quelconque, le mouvement 
relatif de 3C par rapport à X'. C*est une rotation dont 
Taxe est G. Cette rotation peut être considérée comme 
résultant de deux autres, Time, dont Taxe est la normale 
commune aux deux hélicoïdes, l'autre, dont l'axe est 
la projection de G sur le plan tangent commun aux 
deux surfaces. Cette dernière rotation produit un rou- 
lement des deux surfaces l'ime sur 1* autre. Mais il n'en 
est pas de même de la première, qui donne lieu à un 
frottement particulier dit frottement de pivotement. Ce 
frottement tend à produire une usure considérable des 
surfaces en contact, qui ne se touchant qu'en un point, 
exercent l'une sur l'autre une pression considérable 
(un contact rigoureusement ponctuel de deux surfaces 
donnerait même lieu à une pression infinie. Pratique- 
ment, il se produit une légère déformation qui met en 
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contact deux petites aires, et ramène la pression à une 
valeur finie). / 

Il résulte do là que l'engrenage hélicoïdal convient 
surtout pour la transmission de faibles efforts. 



B. — AXE8 CONCOURANTS (ENGRENAGES CONIQUES). 



45. Engrenages coniques. — Reprenant les notatione 
du n° 38, supposons que les axes X et X' çoient concou- 
rants en et appliquons la méthode générale. Soient 



o) et ui' les vecteurs représentatifs çles rotations R et R' 
(fig. 37). A un instant donné le mouvement R^^R' est 

tangent au mouvement résultant des deux rotations 

-^ ^ 



(0, — (1)) et (0,03'), c'est-à-dire à la rotation (0,<o' — w) 

(Chapitre IV, no 25). 
X Soit 01 Faxe de cette 
rotation. Comme w et w' 
ont des valeurs constan- 
tes, il est clair que 01 
décrit, par rapport à cha- 
cun des corps A et A', 
un cône de révolution, 
les axes des cônes décrits 
r et V étant respective- 
ment X et X'. Par con- 
séquent le mouvement 
R~^R' du corps A' peut 
être engendré ( Chapitre V, 
no 34) par le roulement du cône T' sur le cône T. Ces 
cônes sont les cônes primitifs de l'engrenage. 

Si l'on coupe les cônes T et T' par une sphère quel- 
conque S de centre 0, on obtient deux cercles C et C 
qui roulent l'un sur l'autre. On peut rechercher des 




Fig. 37. 
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profils sphériques, liés à ces deux cercles, en appliquant 
une méthode entièrement semblable à celle du n» 40. 

Mais les constructions sur la sphère étant compli- 
quées, on préfère la construction plane approximative 
que voici : Circonscrivons à la sphère S deux cônes 
Fj et Fi', respectivement suivant les cercles C et C. 
Soient S et S' leurs sommets. Si Ton développe ces 
deux cônes, les cercles C et C se transformeront en 
secteurs circulaires Ci et Ci', ayant respectivement 
pour rayons SI et S'I. On déterminera ensuite des 
profils conjugués convenant à l'engrenage cylindrique 
qui aurait pour cercles primitifs Ci et Ci'. Ces profils 
seront enroulés sur les cônes Fi et F/. On prendra 
enfin comme surfaces conjuguées de l'engrenage conique 
des cônes de sommet 0, admettant pour directrices 
les profils enroulés. Cette construction approximative 
est dite construction de Tredgold, 

La division en dents se fera comme pour un engrenage 
cylindrique. Il est clair que la formule 



(I)' n 
oj n' 



est encore valable pour un engrenage conique. 

Les engrenages coniques sont souvent dits engrenages 
d'angle. 

C. — Axes non concourants. 

f 

46. Engrenages hyperbololdes. — Appliquant tou- 
jours la méthode générale, on voit que le mouvement 
^r^R' est tangent, à un instant quelconque, au mouve- 

lent résultant des rotations — co et cd', respectivement 
l'axes X et X'. Or ces deux rotations se composent 
n un mouvement hélicoïdal (Chapitre IV, n^ 25). 
)oit Y l'axe de ce mouvement. U est clair que, dans lo 

BuiCAKl). — Cinématique. 8 
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mouvement, Y occupe par rapport à chacun des axes 
X et X' une position constante, cela à cause du fait 
que ces axes forment une figure de grandeur invariable 
et que les «vitesses angulaires o) et cd' sont constantes. 
On en conclut que Y engendre, par rapport à chacun 
des corps A et A', un hyperboloïde de révolution. On 
appelle hyperboloïdea primitifa de Tengrenage les deux 
hyperboloïdes H et H' ainsi engendrés. 

Il résulte du théorème du Chapitre V, n.«* 36, que le 
mouvement R~^K' de A' peut être engendré par la 
viration de H' sur H. 

La construction géométrique d'un couple de surfaces 
conjuguées est très compliquée. Pour réaliser avec 
précision un engrenage hyperboloïde, il faut avoir recours 
â, des procédés mécaniques dont la description ne saurait 
trouver place ici. 

47. Engrenages à vis sans fin. — Un cas particulier 
intéressant est celiii où les deux axes X et X' sont 
rectangulaires. On peut obtenir im couple de surfaces 
conjuguées, de çLéf initions géométriques simples, par 
les considérations suivantes, sans faire appel aux hyper- 
boloïdes primitifs : 

Prenons comme plan de la figure le plan mené par X' 
perpendiculairement à X (fig. 38). Ce dernier axe- est 
représenté par un point. 

Soient C un cercle quelconque de centre X et de 
rayon R et C celle des tangentes parallèles à X' qui 
est la plus rapprochée de cette dernière droite. Cons- 
truisons ime développante Gr du cercle C. Elle coupe 
orthogonalement C en M, et Ton a IM = arc TA, par 
définition même de la développante. Si donc C tourne 
autour de X avec la vitesse angulaire (o, le point M se 
déplace sur C avec une vitesse égale à Ro). Si Ton mène 
en M la tangente G' à G, cette tangente, qui est perpen- 
diculaire à X', est animée d'un mouvement de transla- 
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tion parallèle à X' et dcr vitesse égale à Rw. En somme, 
G- et G' constituent un couplé de profils conjugués dans 
l'engrenage à crémail- 
lère qui a pour cercle 
primitif C et pour droite 
primitive C 

Cela posé, imaginons 
une surface de vis à filet 
carré S' d'axe X' (c'est- 
à-dire la surface en- 
gendrée par une droite 
qui rencontre X' à an- 
gle droit et s'appuie 
sur une hélice d*axe X'). 
Soit H le pas de cette 
surface. 

Si on la fait tourner 
autour de X' avec la Fig. 38. 

vitesse angulaire od', il 

est clair que sa trace sur le plan de la figure, droite 
perpendiculaire à X\ subit un mouvement de trans- 

lation parallèle à X' et de vitessdk égale à — — Cette 

trace pourra donc coïncider constamment avec G' si l'on 
a la relation 




(4) 



Rw = 



H 



co 



2'K 



Cherchons maintenant à construire une surface S, 
faut pour trace sur le plan de la figure le profil G, et 
li reste constamment tangente à S'. Le contact doit 
/oir lieu en M. Or, quelle que soit la position de M 
ir C, le plan tangent en ce point à S' fait avec le plan 
Q la figure un angle constant a. Ce plan a en effet 
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pour ligne de plus grande pente la tangente à rhélice 
passant en M et Ton a par conséquent 

27rR' 
tang a = -^, 

R' étant la distance des droites C et X'. La surface S 
doit donc être telle que son plan tangent, le long de G, 
fasse un angle constant a avec le plan de la figure. On 
peut construire une infinité de surfaces satisfaisant à 
cette condition. On prendra par exemple l'enveloppe 
des plans tangents à G qui font l'angle a avec le plan 
de la figure. Cette surface est un hélicoide déveîoppable, 
ayant pour arête de rebroussement une hélice tracée 
sur le cylindre de révolution dont C est la section 
droite. 

Ainsi, quand les deux axes d'un engrenage ne se ren- 
contrent pas et sont rectam^gulaires, on peut obtenir un 
couple de surfa^ces conjuguées, par le moyen d'une 
surface de vis à filet carré et d'un hélicoïde développable. 

Pour permettre le fonctionnement continu de l'engre- 
nage, il faut, comme pour les engrenages cylindriques, 
multiplier les couples de surfaces conjuguées. 'A cet 
effet, on armera C d'hélicoïdes développables, régulière- 
ment répartis autour du centre, de telle manière que 
les développantes de cercle G, G^ ..., qui sont leurs 
traces sur le plan de la figure, soient, à un instant 
quelconque, tangentes aux génératrices. G', G'i ..., qui 
sont les traces de la surface de vis à filet carré sur le 
même plan. Il faut pour cela que l'arc AA^ = MM^ 
soit égal au pas H de la surface de vis. L'arc AAi doit 
être une partie aliquote de la circonférence de C. 
Si l'on a 

(5) arc A Al ^ H = — ^ — > 

n 

n est le nombre des dents du pignon C de l'engrenage. 
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Suivant la longueur utilisée des développantes G,Gi..., 
on peut faire en sorte qu'il y ait simultanément un 
nombre quelconque de dents en prise avec la vis. 

On tire, de la comparaison des formules (4) .et (5), 

0)' 2tcR 

D'où ce résultat : dcms V engrenage à vis scms fin, le 
ra/pport des vitesses des rotations de la vis et des pignons 
est égal au nombre des dents de celui-ci. Comme n peut 
être assez considérable, on voit que l'engrenage à vis 
sans fin se prête à une démultiplication importante. 
En général, l'engrenage à vis sans fin est irréversible. 
On entend par là que l'on peut commander le pignon 
par la vis et non la vis par le pignon. Cela résulte de la 
théorie du frottement que nous n'avons pas à aborder 
ici. Le fait est semblable au suivant qui est d'obser- 
vation courante : en faisant tourner une vis dans son 
écrou, on provoque son mouvement longitudinal, alors 
que le contraire est impossible, à moins que cette vis 
n'ait des filets très inclinés. 

L'engrenage à vis sans fin que nous venons de décrire 
est à contact ponctuel. On le construit quelquefois 
conformément à la théorie exposée. Mais le plus souvent, 
la vis étant toujours à filet carré, on construit un 
engrenage à contact linéaire, dans lequel les dents 
de la roue sont limitées, conformément à la théorie 
générale, par des surfaces qui sont des portions de 
l'enveloppe de la surface de vis entraînée dans le mou- 
vement R""iR'. Cette enveloppe est d'une définition 
géométrique compliquée, mais on la réalise mécanique- 
ment, et d'une façon très exacte, de la manière suivante : 
on taiUe une fraise ayant le profil de la vis, et on la 
place en regard du flan dans lequel doit être prise la 
roue. Un dispositif permet de rapprocher progressive- 



118 CINÉMATIQUE 

ment les axes. En faisant tourner la fraise, mise d'abord 
en contact avec le flan qui est monté fou sur son axe, 
on Tentaille peu à peu en même temps qu'on le fait 
tourner, et Ton arrête l'opération quand les dents ont 
atteint la profondeur voulue. 

Il existe une autre sorte de vis sans fin, dite vis 
glohique, assez couramment employée aujourd'hui, 
et pour la description de laquelle nous renverrons aux 
ouvrages techniques. 

48. Trains d'engrenages. — Un engrenage ne permet 

de réaliser qu'un rapport de vitesse -7 compris entre des 

(1) 

limites assez rapprochées. Ce rapport est on effet égal 

au rapport inverse des nombres n et w' des dents des 

deux roues de l'engrenage, et, à cause 4es difficultés de 

construction des roues ayant trop ou trop peu de dents, 

n et n' sont presque toujours compris entre 6 et 120. 

La rapport^, est donc compris entre -L et 20. 
(1) , 20 • 

Un rapport de vitesses angulaires non compris entre 

ces limites ne pourra donc être obtenu par le moyen 

d'un engrenage simple. Dans les cas où il devra être 

réalisé (par exemple dans ime montre à secondes, où 

l'aiguille des secondes tourne 60 fois plus vite que 

l'aiguille des minutes et 

720 fois plus vite que 

l'aiguille des heures), on 

a recours à un train 

d* engrenages. 

Un train d'engrenages 

Fijr. 39. est constitué schémati- 

quement de la manière 

suivante : une première roue (1) engrène avec une 

roue (2') (fig. 39). Celle-ci est solidaire d'une roue (2), 

montée sur le même axe et- engrenant avec une rouo 
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(3'), et ainài de suite. La rotation de la roue ( 1) se trouve 
ainsi finalement transmise à une roue {k'). 

Il est facile de trouver T expression du rapport des 
vitesses angulaires des roues extrêmes. Désignons 
par (ùi la vitesse angulaire de la roue (i), solidaire de 
la roue (i'), et par % le nombre des dents de la roue (i). 
On a : 



0)2 


ni 


tt>8 




— —~- » 


— — 


(Ol 


tig/ 


0>, 



ils' 



(si k 



<*>*-! 



%~1 



d'où, par multiplication. 






Ui 7^2 ... %_i 



(Ofc. 



Cette formule donne la valeur absolue du rapport — 



<jd, 



Quant au signe même de ce rapport, on l'obtient immé- 
diatement en se rappelant que, dans un engrenage 
intérieur, les deux roues tournent dans le même sens, 
et qu'elles tournent en sens contraire dans un engrenage 
extérieur. On écrira do^o : 



(6) 



w& 



(1), 



71-1 7^2 ••• nji — i 
7*2' T^t' ♦•• ^k' 



avec le signe + si les contacts extérieurs sont en nombre 
pair, et avec le signe — dans le cas contraire. Il est aisé 
de retenir la forme du second membre de la formule (6). 
C'est une fraction dont le numérateur est égal au 
produit des nombres de d^nts des roues mencmtes (1), 
(2), ..., et le dénominateur égal au produit du nombre 
' ) dents des roues menées (2'), (3') Cette fraction, 

feotée de son signe, est dite la raison du train d'engre- 

kges. 

La formule (6) est encore applicable aux trains d'en- 

:enages où interviennent des roues d'angle, sauf en 
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ce qui concerne le signe. Par exemple, dans le train 
représenté par la figure 40, les roues extrêmes tournent 

en sens contraires, bien que 1^ 
nombre des contacts extérieurs 
soit pair. 

49. Trains épicycloîdaux. — Si 
Ton examine la formule (6), on 
voit que le numérateur et le dé-* 
nominateur du second membre 
ont des facteurs premiers qui ne 
peuvent dépasser la limite su- 
périeure assignée aux nombres 
des dents des roues, soit 120 en- 
viron, comme il a été di^. On ne 
pourra donc réaliser par un simple train d'engrenages, 
quelle qu'en soit la complication, un rapport de Vitesses 
exprimé par une fraction irréductible dont le numéra- 
teur ou le dénominateur contiendraient des facteurs 
premiers considérables. 

Il est cependant possible d'appliquer les engrenages 
à la réalisation de tels rapports, par le moyen d'un 
train épicycloïdàl. 

Un train épicycloïdàl n'est autre chose qu'un train 
d'engrenages dont les axes, au lieu d'être fixes, sont 



Fig. 40. 



(<!>') 



portés par ime 
pièce C, dite 
châssis, mobile 
elle-même au- 
tour d'un axe I 
(fig. 41). Les ro- 
tations des roues 
et celle du châs- 
sis peuvent avoir 

des vitesses angulaires indépendantes. Désignons par u 
celle du châssis, par oj et w' les vitesses angulaires 




Pig. 41. 
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absolues des roues extrêmes du train. Il existe évidem- 
ment une relation entre it, w et w', et on l'obtient 
immédiatement. Désignons en effet par p la raison du 
train (avec son signe). Eelativement au -cliâssis, le train 
se comporte comme un train ordinaire. Or, les vitesses 
angulaires relatives des roues extrêmes par rapport au 
châssis sont évidemment to — u et w' — u. On a donc 



(7) 



(»> 



u 



M 



U 



p- 



Cette formule, connue sous le nom de formule de 
WiUis, permet de traiter toutes les questions relatives 
aux trains épicycloïdaux. Donnons deux exemples 

1<* Horloge lunaire. — Le train suivant a été appliqué 
à une horloge donnant à la fois le jour de la semaine 
et rage de la lune. Le rapport des vitesses à réaliser est 

très approximativement-—--- Comme le numérateur do 
^^ 3485 

cette fraction est un nombre premier, l'obtention du 
rapport dont il s'agit par le moyen d'un train ordinaiie 
exigerait l'emploi 
d'une roue de 

1439 dents, ce ^ \ 2^ 

qui est pratique- i 

ment presque im- 
possible. ^ i 

Une roue C C 

tourne avec une | 

vitesse u autour 
c l'axe X (fig. 

. Sur ce même Fig. 42 . 

ô, est montée 

6 roue 1 absolument fixe. Deux roues 2 et 2', soli- 

ires l'une de l'autre, sont montées sur l'axe Y, 
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entraîné par la roue C, mais pouvant tourner librement 
par rapport à cette roue. La roue 2' engrène avec la 
roue 1 et la roue 2 avec une roue 3' pouvant tourner 
librement autour de X. 

On a ainsi un train épicycloïdal dans lequel la roue C 
joue le rôle de châssis. Les roues extrêmes du train 
sont la roue 1, dont la vitesse angulaire (o = 0, et la 
roue 3', de vitesse angulaire w'. D'après la formule de 
Willis, on a 

w' — u 

= p» 

— u 

p étant la raison du train. En adoptant les notations 
du n» 48, on a : 

ni Ui 

= » 

avec le signe + devant le second membre, puisque les 
contacts extérieurs sont en nombre pa,ir. On a donc 



u 



d'où 



03 



0) 



712' fit' 



1439 



Si l'on veut que — soit égal à "'^ * on pourra d'abord 

u 3485 



faire 



7I2' n^' = 3485, 



à quoi l'on satisfait par Wg' = 85, ti,/ = 41. On devra 
ensuite avoir 

3485 — Wi?i-2 = 1439, 
d'où 

Wi n^ = 3485 — 1439 = 2046, 

à quoi l'on satisfait par n^ — 02, 7^2 = 33. 
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Le traià considéré permet donc de réaliser le rapport 
donné en employant des roues ayant au plus 85 dents. 

2<> DifférerUiél, — Un train épicycloïdal peut com- 
porter des roues d* angle, et la formule de Willis reste 
applicable, à la condition que les axes des roues extrêmes 
du train soient parallèles à celui du châssis. On devra 
prendre garde {n^ 48) que le signe de la raison du train 
ne dépend pas nécessairement de la parité du nombre 
des contacts extérieurs. 

Le différentiel des automobiles fournit un exemple 
de traili épicycloïdal de cette sorte. Il se compose d'une 



r\ 



r\ 



s 



"UWJf 



L"' 



\J 



A' 



\^ 



Fig. 43. 



enveloppe C, dite hùîte du différentiel, à l'intérieur de 
laquelle se trouve un train constitué par trois roues 
d'angle 1, 2, 3 (fig. 43). 1 et 3 sont solidaires respecti- 
vement des deux roues arrière R et K' de la voiture. 
L'axe de la roue 2 est solidaire de la boîte C, mais 2 peut 
tourner librement autour de cet axe. 

Les roues 1 et 3 ont des dents en même nombre. Il 
en résulte que, quel que soit le nombre des dents de 2, 
la raison du train est égal à — 1 (avec le signe — , bien 
que les contacts extérieurs soient en nombre pair; il 



1 
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est en effet évident que si, C étant fixe, on fait tourner 2, 

1 et 3 tournent en sens contraires). 

La boîte C reçoit une rotation, de vitesse angulaire m, 

du moteur de la voiture. Cherchons la relation qui 

existe entre u et les vitesses angulaires (Oj et <oj des roues 

1 et 3, c'est-à-dire des roues R et R'. La formule de 

Willis donne 

wa — u ^ 

— 1, 



<Dl U 



d'où 

(Og -j- (i)i = 2u, 

Dans un virage, la voiture tourne autour d'un point I, 
qui est à l'intersection de la droite joignant les points 
de contact A et A' des roues arrière R et R' avec la 
droite joignant les points de contact des roues avant 
(le mécanisme de la direction permettant de faire tour- 
ner cette dernière droite par rapport à la voiture). Pour 
que les roues arrière ne patinent pas au cours du virage, 
il faut évidemment qu'on ait 

(08 lA^ 

wi "~ lA * 

Cette relation, jointe à la précédente, détermine sans 
ambiguïté Wi et lOj pour un virage s' effectuant dans des 
conditions données. 

BéaUscUion d^un ra/pport rationnel quelconque de 
vitesses, — Nous allons établir qu'il est possible, au 
moins théoriquement, de réaliser par le moyen d'un 
train épicycloïdal un rapport de vitesses rationnel 
quelconque, en s' astreignant à n'employer que des 
roues dont le nombre de dents ne dépasse pas une 
limite donnée d'avance. 

Considérons un différentiel. On a, entre la vitesse t* 
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du châssis C et les vitesses w et w' des deux roues extrêmes 
R et R', la relation précédemment établie 

(o + 0)' = 2u, 
ou 

u u 

Supposons que Ton cherche à réaliser le rapport de 

vitesses 

o> a 

et 6 étant entiers. On peut supposer 1» que ce rap- 
port est positif, sans quoi, par un simple train d'engre- 
nages ordinaire, on changerait le sens de rotation de C 
ou de R ; 2«> que Ton a 

a> h. 

On tire de la formule écrite plus haut 

o)' 2& — a 

u h 

On a 

— a < 26 — a <. a, 

ou, en désignant par a^ la valeur absolue |26 — a\, 

a' < a. 

On est ainsi ramené à établir entre la roue R' et le 
châssis C une liaison telle que Ton ait : 



(d' 


a' 






^ 


= — » 


avec 


a' < a. 


u 


b 


• 





^omme précédemment, on pourra, en introduisant 
ai besoin un train d'engrenages, ramener le problème. 
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iX réaliser le rapport^, avec le signe +. Si l'on a 6 < «'. 
on opérera comme la première fois, et l'on aura à réa- 
liser un rapport —, avec a" < a', et ainsi de suite. On 
parviendra ainsi nécesBairement à nn rapport — • 
tel que l'on ait o<"' < b. C'est dès lors au rapport inverge 
-^j que Ton appliquera la même méthode de rédno- 
tion, et l'on parviendra, après un certain nombre 
d'opérations, à un rapport dont les deux termes seront 
aussi petits qu'on le voudra, rapport réalisable par un 
train dont les roues satisfont à la condition imposée. 
Pratiquement, on pourra le plus souvent, par l'appli- 
cation de divers artifices, obtenir dans chaque-oas parti- 
culier un train plus avantageux que celui auquel con- 
duirait la méthode générale. 

COUKBES BOtJtAMTHS, 

50. Détinitlon et recherche analytique des courbes 

roulantes. — Reprenons le problème général des engrc 

nages, tel qa'il a été posé au no 38, en supposant que 

les axes X et X' autour desquels doivent tourner 1 

corps A et A' sont parallèles. Dans les développements 

auxquels a donné lieu la théorie des engrenages oylin- 

i avons supposé que les vitesses angulaires 

I et tu' étaient constantes. Dans ces condi- 

ivement de A' par rapport à A résultait 

; d'un cylindre de révolution sur un autre 

révolution. Si <•> et u)' sont des fonctions 

du temps, le mouvement de A' par rapport 

ira toujours en faisant rouler un cylindre 

cylindre, les deux cylindres ayant encore 
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leurs génératrices parallèles à X et X', mais n'étant 
plus de révolution. 

On peut évidemment se borner à considérer les sec- 
tions des cylindres par un plan perpendiculaire à la 
direction commune de leurs génératrices. On obtient 
ainsi un système de 

deux courbes C et C ^""""^^^ ^' 

(iig. 44), tournant res- /"L-^^'i 

pectivement autour 
de deux points fixes 
et 0', et cela de 
telle sorte qu'elles rou- 
lent l'une sur l'autre. 
On dit que C et C 
sont des courbes rou' Fig. 44, 

lantes. 

On peut se proposer divers problèmes au sujet des 
courbes roulantes. Nous examinerons les suivants : 

1° L'une des courbes étant donnée, C par exemple, 
trouver l'autre C ; 

2° Déterminer un système de courbes roulantes, de 
manière à réaliser une relation donnée entre les vitesses 
angulaires <o et w', ou ce qui revient au même, entre 
los angles de rotation de ces deux courbes, à partir 
de positions fixes. • 

l^ Etant donnée C, trouver C. -^ Remarquons d'abord 
qu'à un moment quelconque le point de contact I des 
deux courbes est sur la droite 00'. En effet, le mouve- 
ment relatif de C par ra/pport à C est un roulement, 
pour lequel I est c.i.r. La normale à la trajectoire du 
P ^t 0' doit donc passer par le point I. Mais cette 
* ectoire est im cercle de centre 0, puisque la lon- 
g ur 00' est constante. Le point I est donc bien 
s 00'. 
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Soient alors I^ un point quelconque de Ci et Ii' le 
point de C qui, au cours du roulement viendra coïncider 
avec I. Les arcs IIi et IIi' sont égaux. Soit s leur 
longueur commune. Supposons la courbe C donnée 
par son équation en coordonnées polaires. 

01 étant pris pour axe polaire et O pour origine. 
Nous chercherons à déterminer T équation de C en 
coordonnées polaires également, en prenant pour axe 
polaire O'I et pour origine O'. Soient (p', 6') les coor- 
données polaires du point I', dans ce nouveau système. 
Posons enfin O'O = a. 

Puisque les points I^ et l'i sont appelés à coïncider 
avec un même point de 01, on a 

(8) p' = û -4- a. 

En outre, quand cette coïncidence aura lieu, les deux 
courbes seront tangentes. Les angles que les tangentes 
en II et I\ font avec les rayons vecteurs OIi et O'I', sont 
donc égaux, ce qui donne, en appliquant une formule 
connue 

p'dfi' pdf) 
do' dp 

Mais on tire de (8) 

(9) dp' = dp. 

La relation précédemment écrite se réduit donc à 

(10) - c'dO' = pd8. 

Ces conditions sont suffisantes. On tire en effet de 
(9) et (10) 

dy« + o'a^O' = do* + z^d^\ 

ou ' ^ ' ' 

ds'^ = ds^ , ds' = ± ds. 



i 
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en appliquant la formule qui donne la différentielle 
de Tare en coordonnées polaires. En choisissant conve- 
nablement les sens de circulation sur les courbes, on 
peut écrire ds' = ds, et en intégrant, 

s' = «, 

Bans ajouter de constante au second membre, si Ton 
compte les arcs à partir du point I sur les deux courbes. 
Cette dernière relation montre que C et C roulent bien 
Tune sur l'autre. 
On tire de (10) 

pd6 ^ pde 



d6' = c:^ = 



p' p + a 
d'où, en intégrant. 



(11) e 






La relation (8) et la relation (11) font connaître p' 
et 6' en fonction de p et de 6, c'est-à-dire de 6. En 
éliminant entre les deux expressions obtenues, on 
aura l'équation de C. 

En résumé, si l'on se donne la courbe C, la recherche 
de C nécessite une quadrature. 

20 Eecherche d^une relation donnée entre les angles 
de rotation, — Les angles dont les deux courbes ont 
tourné, à un certain instant, respectivement autour 
des points et 0', sont Ô et 6'. Proposons-nous de déter- 
miner les deux courbes de telle manière que l'on ait 
la relation 

(12) 6' = /(Ô), 

/ étant une fonction donnée. 

BsiGABD. — Cinématique. 
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On tire de (10) 






ou, en tenant compte de (8), 



a 



Q p" p 



et enfin 
(13) p 



a/'(6) 
1— /'(9) 



. P' 



a. 



1 — f(6) 



La première des équations (13) est Féquation en 
coordonnées polaires de C ; la seconde est celle de C» 
si Ton y remplace 6 par sa valeur en fonction de 6', 
valeur qu'on obtient en résolvant (12) par rapport à 0. 

On voit que le second problème se résout sans qua- 
drature. 

Une fois obtenu un couple de courbes roulantes, 
on pourra, si Ton craint que leur adhérence ne suffise 
pas à assurer un fonctionnement correct du mécanisme, 
les armer de dents, qu'on déterminera par Tapplication 
de Tun des procédés indiqués au n» 40. Ces procédés 
sont en effet évidem- 
ment encore valables, 
quand on remplace les 
cercles primitifs des 
engrenages cyUndriques 
par des courbes quel- 
conques. 

51. Exemples de cour- 
bes roulantes. — 1<> Eh 
Upses roulantes. — On 
obtient im système re- 
marquable de courbes 
roulantes par les considérations géométriques qne 




Fig. 45. 
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voici : Soient C une ellipse fixe, C une ellipse égale, 
roulant sur la première de manière à lui être ôonstam* 
ment symétrique par rapport à la tangente commune 
MT, ce qui est évidemment possible (fig. 45). Soient F 
et Fj les deux foyers de C, Fi' le foyer de C qui est 
symétrique de F par rapport à MT. MT est bissectrice 
extérieure de l'angle FMFj et bissectrice intérieure de 
l'angle FMFi'. Les trois points Fi,M,Fi sont donc 
en ligne droite. En outre, on a 

FiM + MF/ = FiM + MF = constante. 

La longueur FF^' reste donc constante, au cours du 
roulement de C sur C. Par conséquent, si l'on donne 
à la figure une rotation d'ensemble autour du point Fj, 
telle que le point F( reste fixe, les deux ellipses consti- 
tuent im. système de courbes roulantes, les centres de 
rotation étant F et F^'. ' 

2° Spircdes logarithmiques. — Donnons-nous pour 
courbe G la spirale logarithmique 

On a, en appliquant les formides (8) et (11), 

p' = a + Ke"*^ 



Ô 



■ = /■'- 

t/ 0. 



Ke»"'dO _ 2 T 



+ Ke 



mO 



m 
m 



a + Ke*"^ 






1 ^ 


' , .. 


-L 





m 



a + Ke 
K -f a 



mk 



d'où 



K -f- a 

p' = =h (K + a)e"^^ 



Le signe inférieur doit être exclu, si K est positif. 
En effet la valeur précédemment écrite de a' montre que 
ce rayon vecteur est toujours positif. 
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Ainsi la courbe C est une spirale logarithmique 
comme la cour}>e 0. Elle lui est même égale. On peut 
en effet écrire 

en posant — = — = e"". 

Ix 

L'équation de C ne diffère donc do celle de C quo 
par un changement d*axe polaire. 



Chapitre VII 
VAMES ET EXGENTBIQUE8 

52. Définition des cames. Tracé des cames. — Les 

cames et les excentriques servent à transformer un 
mouvement circulaire, généralement uniforme, en un 
mouvement rectiligne alternatif. 

Une came est un disque C, tournant autour d'un 
point (fig. 46). 
Un point P, as- 
sujetti à décrire 
une droite D par 
un moyen quel- 
conque { souvent 
par un coulis^ 
sage, comme il 
est représenté 
sur la figure), 

reste en contact avec le bord de la came. Il est clair 
que la loi de son mouvement résulte de la forme du 
contour de celle-ci. 

Proposons-nous de déterminer le contour de la came 
qui correspond à une loi donnée de mouvement du 
point P. Nous supposerons que la droite décrite par 
ce point passe par le point O. C'est là le cas le plus 
fréquent. 

Soit CD la vitesse angulaire, supposée constante» de 

la came. Le temps d'un tour complet de celle-ci est — 

0) 




^ 
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Quelle que soit la forme de la came, le point P repassera, 

toutes les — secondes, par une même position. Si donc 

on suppose que la loi de mouvement donnée du point P 
est exprimée par la formule 

X = m, 

X désignant la distamîe OP, il faut que la fonction / soit 

2t 
périodique et de période — i c'est-à-dire que Ton doit 

(0 

avoir, quel que soit <, la relation 

27r\ 



'('+?)- '<"• 



La fonction / étant supposée satisfaire à cette condi- 
tion, cherchons T équation en coordonnées polaires du 
contour de la came. Si Ton suppose celle-ci dans la ; 
position qu'elle occupe à l'origine des temps, le point M, 
de coordonnées (p, cp), viendra sur l'axe polaire à l'ins- 
tant — (la rotation de la came ayant lieu dans le sens 

négatif). A ce même instant, l'élongation du point P, 
avec lequel M vient en coïncidence, doit être égale 



'© 



à / ( — î- On a donc 



-'S) 



C*est l'équation demandée. On peut aussi recourir 
à une construction graphique. 

Cames à double commande, — Avec une camç de la 
sorte décrite, il faut que le point P soit constamment 
assujetti par une force quelconque (pesanteur, ressort) 
à rester en contact avec le contour de la came. On peut 
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avoir un guidage plus parfait si la courbe qui constitue 
ce contour jouit de la propriété suivante : toutes les 
cordes de cette courbe, passant par le point O, ont une 
longueur constante. En effet les deux points P et P' 
(fig. 46) où le contour de la came rencontre la droite D 
linùteront un segment de grandeur constante. On pourra 
donc les relier rigidement, et leur contact avec la came 
restera assuré sans rintervention d*une force étrangère. 
Pour que le contour de la came satisfasse à la condi- 
tion dont il s'agit, il faut évidemment que son équation 
en coordonnées polaires soit telle que les valeurs du 
rayon vecteur correspondant à deux angles polaires 
différant entre eux de tc aient une somme constante. 
Autrement dit, la fonction / doit vérifier la relation 



/(«) + / 



(' + 1) - '■ 



l étant une constante. 

Gréométriquement, il est facile de définir le contour 
d*une came à double commande (fig. 47). Soit C une 
telle came, tournant autour 
du point 0. Deux points M et 
M' quelconques du contour 
étant en ligne droite avec ce 
point, on doit avoir MM' = l. 
On obtiendra donc la courbe 
la plus générale satisfaisant 
à la condition énoncée en se 
donnant un arc de courbe 
quelconque MoMM^, passant 
par deux points Mq et Mi, en 
ligne droite avec le point 
et tels que Ton ait MoMj = l. 

L'autre moitié du contour MjM'Mo se déduira de la 
première en faisant correspondre à un point quelconque 
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M de celle-ci le point M', tel qne M' soit en ligne droite 
avec M et et queij'on ait MM' == L 

En général, les arcs MqMMi et M^M'Mq ne se raccor- 
deraient pas en Mo et en Mj. Voici comment on peut 
faire pour qu'ils se raccordent. Le segment de droite 
MOM' constitue une figure de grandeur invariable 
pour laquelle le c.i.r, appartient à la normale en M, 
à la normale en M' et à la perpendiculaire élevée 
en à MM', puisque O est le point caractéristique de 
MM'. Autrement dit, ces trois droites sont concou- 
rantes. On assurera donc le raccordement désiré en 
choisissant Tare MqMMi de telle manière que les nor- 
males à cet arc en Mo et en Mi se coupent sur la per- 
pendiculaire élevée en à MqMi. 

Bemarque. — En établissant Téquation du contour 
d'une came destinée à réaliser un mouvement rectiligne 
de loi donnée, nous avons supposé que le point F était 
un point géométrique, de dimensions nulles. En pra- 
tique, ce point est généralement le centre d'un galet 
ciroidaire de rayon fini r, comme' l'indique du reste 
la figure 46. Si l'on veut résoudre rigoureusement le 
problème posé, on procédera comme il suit : ayant 
déterminé comme il a été dit le contour de la came 
qui guiderait le point P, on tracera, intérieurement à 
la courbe obtenue ime courbe parallèle, à ime distance 
de la première égale à r. Il est clair que cette courbe, 
restant en contact avec un cercle de rayon r, obligera 
le centre de celui-ci à se mouvoir suivant la loi imposée. 
C'est donc cette courbe qui constituera le véritable 
contour de la came. 

Oa/mea à rainure, — Elles constituent une variante 
des cames à guidage extérieur dont il vient d'être 
question. Une telle came est im disque dans lequel est 
ménagée une rainure, de largeur constante, où est logé 
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un bouton assujetti d* autre part à se mouvoir en ligne 
droite. 

Le tracé d'une came à rainure se fait suivant les 
mêmes principes que celui d'une came à contact exté- 
rieur : on détermine d'abord la courbe décrite, rdati- 
vement à la came, par le centre du bouton, et les 
contours mêmes de la rainure sont constitués par deux 
courbes parallèles à la première, et équidistantes de 
celles-ci. 

53. Définition des excentriques. Tracé des excen- 
triques. — Les excentriques servent, comme les cames, 
à transformer un mouvement circulaire, généralement 
uniforme, en un mouvement rectiUgne alternatif. 

Un excentrique est im disque C, tournant autour . 
d'un point (fig. 48). 
Le contour de l'excen- 
trique reste en contact 
avec une barre rectili- 
gne B, guidée de telle 
sorte qu'elle ne puisse 
prendre qu'un mouve- 
ment de translation per- 
pendiculaire à sa direc 
tien (par exemple par 
un guidage de ses extré- 
mités) (1). 

Naturellement, la loi Fig. 48. 

de ce mouvement de 

translation doit être périodique, comme dans le cas des 
cames : cette loi étant exprimée par la formule 




(1) Pratiquement, la distinction des cames et des excen- 
triques est loin d'être, dans le langage, aussi nette que nous 
rindiquonli. 
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On doit avoir 



1 



/ * + 



0)/ 



a> étant la vitesse angulaire de 1* excentrique. 

Proposons-nous de déterminer le contour de T excen- 
trique, de telle manière qu'il communique à la barre B 
le mouvement défini par la relation précédemment 
écrite. 

Menons par le point une droite OM faisant l'angle 
cp =3 0)^ avec la droite Ox, parallèle à la translation de 
la barre, et menons à OM une perpendiculaire MT, telle 
que OM = /(<). La droite MT, entraînée dans la rota- 
tion de Texcentrique, supposée s'effectuer dans le sens 
des aiguilles d'une montre, viendra au bout du temps 
t prendre la position que doit occuper le bord, en 
contact avec l'excentrique, de la barre B. On voit donc 
que le contour de l'excentrique peut être considéré 
comme l'enveloppe de la droite MT. Or cette droite a 
pour équation 

X cos cp + y sin <p = f{t) = / { - )' 

Analytiquement, on obtiendra l'équatioix ponctuelle 
du contour de l'excentrique en éliminant cp entre l'équa- 
tion précédente et l'équation dérivée 

— fl5 sm © + y cos cp = — /' ( 4- ), 

d'où l'on tire facilement 

a> = /(l)co8ç-i/'(l)8inV. 



■P ' . 
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ce qui donne x et y, coordonnées d*un point du contour, 
en fonction de cp. Pratiquement, il sera préférable 
d'opérer graphiquement : on construira la tangente MT 
pour un certain nombre de valeurs de cp, suffisamment 
rapprochées, et le contour apparaîtra comme enve-" 
loppe de ses tangentes. 

Il est clair que si Ton substitue au contour un contour 
parallèle, la loi du mouvement qu'il communiquera à 
la barre B restera exactement la même, à ime transla- 
tion près parallèle à Ox. 

Excentriques à cadre, — Comme avec les cames, i 
est intéressant d'avoir un double guidage. On peut 
obtenir ce résultat, si le contour de T excentrique est 
tel que la distance de deux tangentes parallèles quel- 
conques à ce contour soit une constante l. On peut alors 
adjoindre à la barre B une barre B' parallèle, la distance 
des deux barres étant égale à h et ces deux barres, 
solidaires Tune de l'autre, restent constamment en 
contact, de part et d'autre avec l'excentrique (fig. 49). 

Un excentrique de cette sorte est dit excentrique à 
cadre. La courbe qui le limite est une courbe de largeur 
consta/nte. 

Une courbe de largeur constante peut être considérée 
comme parallèle à elle-même. Comme deux courbes 
parallèles ont, en des points correspondants, une 
normale commune, on voit que deux points d^uns courbe 
de largeur consta/nte oil les tangentes sont parallèles sont 
sur une perpendiculaire à la direction commune de ces 
tanfigentes. 

Pour construire de la manière la plus générale \me 

'courbe de largeur constante, on se donnera un arc 

arbitraire MoMi (fig. 49), satisfaisant toutefois à la 

condition d'être compris entre les perpendiculaires 

élevées à la droite MoM^ aux points Mo et Mi, et d'être 
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partout convexe (i). On construira Tare MiMo qui 

complète la courbe cher- 
chée comme enveloppe 
des droites parallèles aux 
tangentes à Tare MoMj 
et situées à une distance 
de celles-ci égale àM^Mj. 
On peut aussi construire 
l'arc MiMo comme enve- 
loppe des cercles ayant 
polir centres les points 
de Tare MqMi et pour 
rayon commun MqMi. 
Il est à remarquer 

qu'une courbe de largeur constante peut avoir des points 

anguleux («). 
Donnons deux exemples d'excentriques à cadre. 




Fig. 49. 



1° Excentrique circulaire, 
de largeur constante. On 
peut donc construire un 
excentrique à cadre circu- 
laire. 

Cherchons la loi du mou- 
vement du padre. Soient 
le centre de rotation de 
l'excentrique, I le centre 
du cercle qui constitue son 
contour, R le rayon de ce 



— Un cercle est une courbe 




Fig. 60. 



(1) Uixe étude plus approfondie montre aussi que le rayon 
de courbure de l'arc MoM^ ne doit être nulle part supérieur 
à la distance MqM^. 

(2) Les courbes de largeur coi^tante jouissent de propriétés 
intéressantes. Par exemple toutes les courbes de largeur égale 
à { ont un périmètre égal à, tzI. 
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cercle, a la distance 01, Ox une droite parallèle à la 
translation du cadre (fig. 50). co étant toujours la vitesse 

angulaire de rotation, et Tangle a;OI étant égal à o)/, 
la distance du point G à la tangente B, perpendiculaire 
à Oçs, est 

a; = R -f- o cos <of 

Le mouvement du cadre est donc un mouvement 
sinusoïdal. 

2° Excentrique triam,gula/vre. — Voici un exemple 
d*excentrique dont le contour a. des points anguleux. 

Soit ABC un triangle équilatéral de côté l (fig. 61). 
Décrivons de chaque sommet comme 
centre un. are de cercle de rayon Z, li- 
mité aux deux autres sommets, par les- 
quels il passe évidemment. Le contour 
ainsi obtenu constitue une courbe de 
largeur constante égale à l. En effet 
toute droite passant par le sommet A, 
par exemple, et ne coupant pas le con- 
tour, peut être considérée comme tangente à ce contour 
en A (il suffit pour cela d'assimiler ce point à un arc de 
cercle de rayon nul). La parallèle à cette droite menée 
à une distance égale à î et du côté convenable est évi- 
demment tangente à l'arc BC. 

Si donc on réalise un excentrique à cadre, ayant pour 
contour le triangle curviligne ABC, des deux côtés 
du cadre, l'un sera toujours tangent à l'un des arcs BC, 
CA, AB, et l'autre passera par le sommet opposé. 

Si l'on fait tourner l'excentrique autour d'un de ses 
sommets, le cadre prendra un mouvement assez curieux 
dont nous laisserons au lecteur le soin d'étudier la loi 
(mouvements sinusoïdaux séparés par des intervalles 
de repos). 




^ 
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54. Définition des systèmes articulés. Couples rotoîdes ^ 
et couples sphériques. — Un système de deux corps 
solides peut être constitué de telle sorte que le seul 
mouvement possible de l'un de ces corps par rapport 
à r autre soit une rotation. On dit alors que ces deux 
corps forment un couple rotoïde, ou encore qu'ils sont 
articulés à charnière. Une porte et son encadrement 
fournissent un exemple vulgaire de couple rotoïde. 

On réalise un couple rotoïde en armant F un des deux 
corps ou membres qui le constituent d'un tourillon 
limité par une surface de révolution pleine et l'autre 
corps d'un coussinet limité par une surface de révolu- 
tion égale à la première. On introduit le tourillon danfi 
le coussinet. La rotation relative des deux corps est 
possible, en vertu de la propriété que possède toute 
surface de révolution de coïncider avec elle-même, 
quand on la fait tourner autour de son axe. 

On peut aussi considérer un système de deux corps, 
constitué de manière que l'un d'eux étant supposé fixe, 
l'autre puisse prendre toutes les positions telles que 
l'un de ses points reste fixe. On obtient ainsi un couple 
sphérique, que l'on réalise en armant l'un des corps 
d'une sphère pleine, logée dans ime cavité sphérique 
de môme rayon, pratiquée dans l'autre corps. La sphère 
coïncide eu effet avec elle-même, dans tous les mou- 
vements qui laissent son centre fixe. '• ' 
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Un mécanisme constitué exclusivement de couples 
rotoïdes et de couples sphériquea porte le nom de 
système arPiouîé, Les couples rotoïdes sont beaucoup 
plus employés que les couples sphériques. On utilise 
pourtant ces derniers dans quelques cas (exemple : 
articulation, dite à genou, du pied des instruments 
de topographie). 

Presque tous les systèmes articulés dont nous ferons 
l'étude ne comportent que des couples rotoïdes. 

Quand les axes de tous les couples rotoïdes interve- 
nant dans un système articulé sont parallèles, on peut 
évidemment réduire l'étude de ce système à celle de 
sa section par un plan perpendiculaire à la direction 
commune des axes. On obtient ainsi un certain nombre 
de 'plaqueê, les deux plaques» sections des membres 
d'un couple rotoïde ayant un mouvement relatif tel 
que deux points, liés respectivement à ces plaques, 
restent en coïncidence. Nous donnerons à un tel méca- 
nisme le nom de système articulé plan, et celui de pivots 
aux centres d'articulation de ses divers couples. 

Il arrive fréquemment, dans la pratique, que chacun 
des membres d'un système articulé plan ne porte que 
deux pivots» ou bien, s'il en porte plusieurs, que ces 
pivots soient en ligne droite. Les membres du système 
peuvent alors être réduits, du moins théoriquement, à 
de simples lignes droites ou tiges. 

L'étude générale des systèmes articrdés est fort 
intéressante et peut donner lieu à de vastes dévelop- 
pements. Nous examinerons seulement les plus simples 
et les plus employés de ces systèmes. 

A. — Systèmes artioulés plans. 

55. Quadrilatère articulé. Variétés. — Imaginons 
quatre plaques articulées deux à deux, comme le 
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:Fîg. 52. 



montre la figure (fig. 62), les pivots étant les points 
A, B, C, D. On obtient ainsi un système articulé à 

quatre membres ; ce système est 
évidemment déformable et, au cours 
de la déformation, le quadrilatère 
ABCD conserve des côtés de lon- 
gueurs constantes. C'est un quadri- 
latère articulé. 

Si Ton fixe l'un des côtés d'un 
quadrilatère articulé, AB par exem- 
ple, le mécanisme constitué par les 
trois autres côtés porte le nom de 
trois-barres, AD et BC sont les deux 
mcmvvelleSy CD est la bielle. 
Certains q]iadrilatères articulés, dont les côtés ont 
entre eux des relations de longueurs particulières, 
sont à signaler : 

10 Le parallélogramme articulé. — Il est clair qu'un 
parallélogramme reste tel au cours de sa déformation. 
Si l'on fixe un des côtés, le côté opposé, qui joue le rôle 
de bielle, lui reste parallèle ; les deux autres côtés 
(manivelles) restent aussi parallèles, en sorte que les 
lois de rotation de ces bielles autour des pivots corres- 
pondants sont identiques. Cette propriété fait l'impor- 
tance du parallélogramme articulé dans beaucoup 
d'applications, par exemple pour 
coupler les roues de locomotives. 

2° Le contre-parallélogramme, — 
C'est le quadrilatère ABCD consti- 
tué par les côtés non parallèles 
et les diagonales d'un trapèze iso- 
cèle (fig. 63). On peut dire aussi 
que c'est un quadrilatère dont les 
côtés opposés sont égaux deux à deux, et qui n'est pas 
un parallélogramme. Au cours de la déformation, les 




Fig. 53. 
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deux triangles ABC, CDA restent égaux comme ayant 
leurs trois côtés égaux, ce qui prouve, d'une part, que 
BD reste parallèle à AC, puisque les deux triangles ont 

même hauteur, et, d'autre part, que l'angle BAC reste 

constamment égal à l'angle DCA. Ainsi le quadrilatère 
ABDC reste bien trapèze isocèle,, et ABCD reste bien 
contre -parallélogramme. 

Un cas particulier assez remarquable est celui du 
contre-losange. C'est celui où les quatre côtés du contre- 
parallélogramme sont égaux. Un contre-losange a 





A B A B 

F II III 

Fig. 64. 

nécessairement deux sommets opposés en coïncidence. 
Il peut être complètement aplati et présente alors 
l'aspect de la figure 54, I. 

Quand on le déforme à partir de cette position, ou 
bien les sommets A et C restent en coïncidence 
(fig. 54, II), ou bien ce sont les sommets B et D qui 
restent tels (fig. 54, III). Cette propriété est appliquée 
à la construction de certaines charnières qui permettent 
à une porte de s'ouvrir dans les deux sens. 

3° Le rhomboïde. — On désigne ainsi un quadrilatère 
articulé ABCD qui présente les égalités de longueurs 
suivantes : AB = AD et CB = CD (fig. 55). Au cours 
de la déformation, il reste symétrique par rapport à la 
diagonale AC. Il peut être concave {fer de lance) ou 
convexe {cerf -volant). 

Bbicard. — Cinématique. 10 
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4<> Signalons enfin le quadrilatère à diagonales recta/n- 
gulaires. Si un quadrilatère ABCD a des diagonales 





rectangulaires se coupant en I (fig. 56), on a les relations 
suivantes 



AB* = IA' 4- IB*, 



CD^ = IC' + ÏD', 



BC* = IB' + IC*, DÂ* = ID* + lA*, 



d*oti Ton tire 



AB* + CD* = BC* + DA*. 



Réciproquement, si la relation précédente existe 
entre les longueurs des côtés, le quadrilatère ABCD a 
ses diagonales rectangulaires. On en conclut que, si < 
Von déforme un quadrilatère articulé dont les diagonales 
sont rectangulaires, il ne cesse pas d^avoir cette pro- 
priété. 

56. Courbe du trois-barres. — Si Ton déforme un 
trois -barres ABCD, un point M lié à la bielle BC décrit ; 
une courbe F. On démontre que, dans le cas le plus 
général, c'est une courbe du sixième ordre, ayant les 
points circulaires à l'infini comme points triples et 
ayant en outre trois points doubles à distance finie. 

Cette courbe jouit d'une propriété remarquable: c*est 






LES SYSTÈMES ABTICULÉS 



Ï47 



qu^eïle peut être engendrée de deux cmtres manières, par 
des points liés aux Heîles 
de deux cmires trois- 
barres. 

Pour établir cela, con- 
straisonB sur la diago- 
nale AC le triangle AC'C 
direotement semblable 
au triangle BMC (fig. 67) 
et complétons le parallé- 
logramme BMB'A. Je 
dis que le triangle MC'B' 
est de grandeur con- 
stante. En effet : l^ le 
côté MB' = BA est de 
grandeur constante; 2° 

les triangles MC'C, BAC sont évidemment semblables 
comme ayant en C un angle égal compris entre côtés 
proportionnels, et Ton a 




Fig. 57. 



MC' 
BA 



MC 
BC 



d'où MC = 



MC.BA 
BC 






ce qui prouve que MC est aussi constant; 3° de la simi- 
litude des triangles MC'C, BAC, on conclut encore 
l'égalité 

B'MC = AB,MC = BCM = constante. 



Le triangle MC'B' ayant un angle constant compris 
entre deux côtés de longueurs constantes est donc bien 
de grandeur constante. Autrement dit, le point M 
est Hé à B'C. 

Construisons encore le triangle AD'D semblable 
aux triangles BMC et ACC. Le point D' est fixe. Les 

langles AC'D', ACD sont semblables comme ayant 
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en A un angle égal compris entre côtés proportionnels, 
et Ton a 

^'^' ^^' d'où D'c = 52:^2:, 



DC AD 



AD 



ce qui prouve que D'C est de longueur constante. 
On a enfin AB' = BM = constante. Il résulte de tout 
cela que le point M peut être considéré, comme lié à la 
>bielle B'C du trois-barres AB'C'D', ce qui étabUt 
•une seconde génération de la courbe F comme courbe 
de trois-barres. 

En faisant jouer à la diagonale BD le rôle que vient 
de jouer la diagonale AC, on établirait la troisième 
génération, les pivots des deux manivelles étant cette 
fois les points D' et D. 

Cas particuliers. — L'ordre de la courbe du trois- 
barres, qui est le sixième dans le cas général, peut 
s'abaisser dans certains cas particuliers. Par exemple, 

si ABCD est un parallélogramme, 
il est évident que la courbe du 
trois-barres est un cercle. Si ABCD 
est un contre-parallélogramme ou 
un rbomboïde, Tordre de la courbe .| 
du trois-barres n'est que le qua- 
trième. 

Examinons» par exemple, le cas 
du contre-parallélogramme. Soit 
ABCD un contre-parallélogramme 
dont les sommets A et D restent 
fixes (fig. 68). Pour une position 
BC de la bielle, le c.i.r. du plan 
entraîné avec cette bielle est en I, 
point de rencontre de AB et DC, car ces deux droites 
sont les normales respectives aux trajectoires 4es points 
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A et C. Le lieu du point I dans le plan fixe est une 
ellipse E de foyers A et D. On a en effet 

AI 4- DI = AI 4- IB :«: AB = constante. 

Le lieu du point I dans le plan mobile est évidemment 
une ellipse égale E', ayant pour foyers B et C, et d'après 
le théorème général sur le mouvement continu d'un 
plan, le mouvement de BC est engendré par le roule- 
ment de E' sur E. Il est clair aussi que E' reste cons- 
tamment symétrique de E par rapport à la tangente 
commune aux deux ellipses. Donc un point M entraîné 
avec BC reste ^sy métrique d'un point fixe Mq par rapport 
à une tangente variable à E. On conclut immédiatement 
de là que la courbe F, lieu du point M, n'est autre chose 
qu'une courbe homothétique à la podaire de E par rap- 
port à Mo, le centre d'homothétie étant le point M» 
lui-même et le rapport d'homothétie étant 2. F est donc 
bien une courbe du quatrième ordre (il est en effet 
connu qu'une podaire de conique est du quatrième ordre 
en général). 

Pour d'autres cas de figure, E et E' seraient des 
hyperboles et non plus des elUpses. 

Un cas particulièrement intéressant est celui où 
l'on a 

BC = AD = ABv/2 = DCv/2 

et oti le point M est le milieu de BC. La courbe F est, 
alors une lemniseaie de Bernoulli. 

Courbe à longue inflexion. — Si l'on réalise un trois- 
barres ABCDdans lequel AB = DC (fig. 59), on constata 
que pour certaines proportions de l'appareil, le milieu M 
deBC décrit une courbe qui présente un point d'inflexion 
au milieu de AD et en outre deux points d'inflexion 
dans leB environs du premier, en sorte que cette courbe 
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dite courbe à longue inflexion, se confond très sensible- 
ment avec une ligne droite sur une assez grande étendue. 

On obtient ainsi un procédé appro- 
ximatif de guidage rectiligne d'un 
point. Si les proportions sont conve- 
nablement choisies, l'écart de la tra- 
jectoire du point M et d'une droite 
peut rester inférieur au jeu néces- 
saire au fonctionnement du méca- 
nisme, en sorte que le procédé ap- 
proximatif dont il s'agit a pratique- 
ment la même valeur qu'un procédé 
rigoureux. 

Si l'on prolonge la manivelle DC 
de CF = DC, et si l'on construit le 
parallélogramme CFEB, il est visible que le point E 
décrit une courbe homotbétique de la trajectoire du 
point M, le centre d'homothétie étant le point D et le 
rapport d'homothétie étant 2. Le point E décrit donc 
aussi sensiblement une ligne droite. Le mécanisme 
ainsi constitué est le parallélogramme de Watt. 

ô7. Transformation du mouvement recUligne en 
mouvement circulaire. — Un cas particulier du trois- 
barres qui se rencontre fréquemment dans la pratique 
est celui où l'une des manivelles devient d'une longueur 
infinie, c'est-à-dire que l'une des extrémités de la bielle 
se meut sur une droite, l'autre extrémité continuant 
à se mouvoir sur un cercle. En général, la droite passe 
par le centre du cercle (fig. 60). Ce mécanisme est, par 
exemple, celui qui relie le piston à l'arbre d'une machine 
à vapeur. 

Soit MP la bielle, le point M se mouvant sur un 
cercle C de centre 0, et le point P sur une droite passant 
par le point 0. En supposant que le point M est animé 
sur le cercle C d'un mouvement uniforme, de vitesse 
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angulaire w, il est facile d'avoir à chaque instant, par 
une construction géométrique, la vitesse du point P. 

En effet, le c.i.r, 
de la bielle est en 
I, point de rencon- 
tre des normales 
aux trajectoires 
des points M et P. 
On a donc entre les 
vitesses Vp et Vm 
des points M et P 
la relation 

Vp ^ IP Pig. 60. 

Élevons e^ la perpendiculaire Oy à OP, et soit Q 
le point où PM rencontre Oy. On a 

2P_ OQ 

IM " OM' 
Donc 

Vp = Vm^= a).OM^=a).OQ. 




OM 



OM 



Ainsi la vitesse du point P est à chaque instant pro- 
portionnelle à la longueur du segment OQ. 

68. Pantographe. — Le pantographe est un appareil 
qui permet de construire une figure homothétique à 
une figure donnée. 

Il se compose d'un parallélogramme articulé ABCD 
(fig. 61). Si l'on marque, respectivement sur les côtés 
AD, AB et CD, trois points 0, M et P tels que l'on ait 
la relation 

AM DP 

OA "" OD' 
il est clair que ces trois points ne cesseront pas de 
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rester en Hgne droite et que Ton aura toujours, quelle 
que soit la forme prise par le parallélogramme, 

OM OA 
OP"" od" 

■ 

Si donc on fixe le point et si l'on déforme le parallé- 
logramme de manière 

Dj i^ y^P à faire décrire au 

point P une courbe 
quelconque (ce qui 
est évidemment pos- 
sible, du moins dans 
une certaine région 
du plan), le point M 
PJg« 01. décrira la courbe 

ho mo thétique à celle - 
ci, le centre d'homothétie étant en et le rapport 

OA 

d'homothétie étant -r^» 

On voit encore que la droite OMP rencontre BC en 
un point N, fixe par rapport à ce côté, et que ce point 
décrit aussi une courbe homothétique à la courbe 
donnée. 

GénéraliscUion du pantographe. — On peut généra- 
liser le pantographe, et réaliser un système articulé 
à quatre membres qui permet de construire une figure 
semblable à une figure donnée, mais non plus néces- 
sairement homothétique. 

Soit encore ABCD un parallélogramme articulé 
(fig. 62). Soient et P deux points quelconques^ liés 
respectivement aux côtés BC et CD, en sorte que les 
triangles BOC et DCP sont de grandeurs constantes 
et peuvent être réalisés par des plaques. Construisons 
le triangle POM, directement semblable au triangle COB. 



■Pl 



LES SYSTÈMES ARTICULÉS 



153 



Je dis que le point M reste fixe par rapport au côté AB, 
au cours de la déformation du parallélogramme. En 
effet, on voit tout d'abord que les triangles OBM, OCP 
sont semblables, comme ayant un angle égal compris 
entre côtés proportionnels. On a donc 



BM 
OB 



CP 
OC 



^ -r- » d'où BM = 



OB.CP 
OC 



ce qui prouve que BM est de longueur constante. Il 
résulte encore de la 
similitude de ces mê- 
mes triangles que BM 
fait avec CP un angle 

égal à BOC, c'est-à- 
dire un angle de gran- 
deur constante. Mais 
CP fait avec CD, c'est- 
à-dire avec AB, un 
angle de grandeur coxistante. Il en est donc de même 

de BM. La longueur BM et l'angle ABM étant con- 
stants, le point M est donc bien fixe par rapt)ort à AB, 
et l'on peut réaliser par une plaque le triangle ABM. 

On voit encore que l'angle MOP, égal à BOC, est de 
grandeur constante, et que l'on a 

OP OC 




OM OB 



= constante. 



Si donc on fixe le point et si l'on fait décrire au 
point M une courbe quelconque, le point P décrira 
une courbe dérivant de ceUe-ci par une homothétie 
suivie d'une rotation, c'est-à-dire une courbe directe- 
ment semblable et d'ailleurs quelconque. On peut faire 
en sorte, en particulier, que le rapport de similitude 
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soit égal à l'unité : il suffit pour cela que Toii ait 
OB = OC. On obtient ainsi un appareil propre à réa- 
liser un déplacement (^). 

59. Inverseurs. Tracé rigoureux de la ligne droite. — 
On sait que deux figures sont dites inverses par rapport 
à un point 0, quand il existe entre ces deux figures 
une correspondance ponctuelle telle que, M et M' étant 
deux points correspondants, ces deux points soient en 
ligne droite avec le point 0, et que l'on ait OM.OM^ = K, 
K étant une constante, dite puissance d'inversion, 
est dit le pôle de Vinversion. 

Nous décrirons deux systèmes articulés propres à 
construire la figure inverse d'une figuïe donnée. On les 
appelle pour cette raison inverseurs, 

1° Inverseur de Peaucéllier, — Il est constitué par un 
losange articulé ABCD (fig. 63). Aux sommets opposés 

B et D sont articulés 
^^^^^ deux tiges égales OB, 

_^,^^--^^^y^ ^\ OD. 

^^^--""'''^^ y^ -^ Si l'on fixe le point 

^^_ — ____ — -^--— — — 7f* 

0^ "^^^-^^^ \v X ^' ^ ®®* ^9À'^ que Ton 

""^"^^^^^^iiv>/^ peut déformer l'appa- 

D reil de teUe manière 

Fig. 63. que le point A décrive 

une courbe quelcon- 
que. Je dis que le point C décrit alors une courbe 
inverse de celle-ci par rapport au point 0. 

En effet, il est tout d'abord évident que les points 
0, A, C sont en ligne droite. En second lieu, si l'on 
considère le cercle de centre B et de rayon BA, la droite 
OAC rencontre ce cercle en A et C. La puissance du 



(1) On peut aussi réaliser au moyen d'un système articulé 
un retournement et plus généralement une similitude inverse. 
Mais l'appareil est beaucoup plus compliqué. 
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point par rapport à ce cercle est donc égale à OA.OC. 
Elle est d'autre part égale, en vertu d'u^ théorème 

connu, à OB — BA . On a donc 

OA.OC = Ob' — BÂ" =^ constante, 

ce qui établit la proposition. 

20 Inverseur de Hart. — Il ne comprend que quatre 
tiges, c'est-à-dire deux de moins que le précédent. Il 
est constitué par un contre-parallélogramme ABCI> 
(fig. 64). Si l'on marque, respectivement sur AB, AD 
et BC trois points 0, M et N tels que l'on ait 

OA MA NC 
OB ~ MD ~ n5' 

il est clair que ces trois points seront toujours en ligne 
droite, au cours de la déformation 

du contre -parallélogramme, et B D 

qu'en outre la droite OMN ne ces- /^N<: \ 

sera pas d'être parallèle à AC et n/>^^^^^^\\ 
BD. Si l'on fixe le point 0, on l^["".?^ 
peut déformer l'appareil de telle ^ ^ 

manière que le point M décrive Fig. 64. 

une courbe quelconque. Je dis que 
le point N décrit une courbe inverse de celle-ci par rap- 
port au point 0. 

En effet, il est évident que les quatre points B,D,M,N 
sont sur un cercle. Soit P le second point de rencontre 
de ce cercle avec AB. On a 

AP.AB = AM.AD, 

ce qui prouve que le point P est fixe sur AB. Cela posé, 
la considération du même cercle fournit la relation 

OM.ON = OP.OB == constante, 
ce qui prouve la proposition énoncée. 



■".^ 
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On peut, au moyen d*un inverseur, réaliser rigoureu- 
sement le guidage rectiligne d'un point, problème dont 
l'appareil de Watt (n^ 56) ne donne qu'une solution 
approximative : il suffit de faire décrire au point A 
de la figure 63 ou au point M de la figure 64 un cefcle 
passant par le point 0, ce qui est éyidemment possible 
en reliant par une tige ce point à un point fixe conve- 
nablement choisi CD. Le point C (fig. 63) ou le point N 
(fig. 64) décrit alors une droite perpendiculaire 'à Oo) : 
on sait en effet que la figure inverse d'un cercle passant 
par le pôle de l'inversion est une droite perpendiculaire 
au diamètre du cercle donné, passant par le pôle. 

Pratiquement, les solutions rigoureuses que l'on 
obtient ainsi sont inférieures à la solution approxima- 
tive de Watt, à cause de la complication et de l'encom- 
brement des inverseurs. 

On a démontré qu'il est possible de construire un 
système articulé permettant le tracé d'une courbe 
algébrique donnée quelconque (théorème de Kempe). 

B. — Systèmes articulés dans l'espace. 

60. Angle tétraèdre articulé. Joint de Cardan. — 

Soient OA, OB, OC, OD quatre droites concourant en 

Q un point (fig. 65). Elles for- 

ment un angle tétraèdre dont les 

faces sont les angles AOB, BOC, 

COD, DO A. Il est clair que l'an- 
gle tétraèdre peut se déformer, 
ses quatre faces restant de gran- 
deurs constantes, et ses dièdres 
variant. On peut donc parler d'un 
angle tétraèdre articulé. C'est un 
système à quatre membres. 
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La trace de T angle tétraèdre sur une sphère quel- 
conque de centre est un quadrilatère sphérique arti- 
culé ABCD, dont la déformation est analogue à celle 
du quadrilatère articulé plan. 

Joint de Ca/rda/n. — Le joint de Cardan, ou plus sim- 
plement, le cardan, est un mécanisme destiné à trans- 
former un mouvement de rotation autour d'un axe 
en un mouvement de rotation autour d'un autre axe, 
rencontrant le premier mais ne le prolongeant pas. 

Il se compose d'un croisillon constitué par jdeux tiges 
AA', BB', se rencontrant en O à angle droit et formant 
un système rigide (fig. 66). Les longueurs OA, OA', 
OB, OB' sont en général 
égales. Les extrémités de 
la tige A A' s'engagent dans 
des œils, pratiqués dans 
les branches d'une fourche 
AETX' solidaire d'un axe 
DX. De même les extré- 
mités de BB' s'engagent 
dans des œils pratiqués Fig. 66. 

dans les branches d'une 

fourche BCB', solidaire d'un axe CY. L'appareil est 
construit de telle sorte que DX et CY passent en 0. 

Il est clair qu'une rotation du corps ADA'X autour 
de OX entraîne une rotation de BCB'Y autour de OY. 
On a en OABCD un angle tétraèdre articulé de som- 
met 0. Trois des faces de cet angle tétraèdre, à savoir 
AOB, BOC, AOD, sont des angles droits. 

Désignons par l'angle -z — COD et cherchons la 
relation qui lie la vitesse angulaire de la rotation autour 
de X à celle de la rotation autour de Y 

Les points A et B décrivent, sur une sphère de centre 
deux grands cercles BgA et BoB dont l'angle est égal 
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à 6 (fig. 67). On peut supposer, sans inconvénioni, 
le rayon de cette sphère égal à l'unité. Alors l'arc de 

grand cercle AB est égal à -• 

Quand le point B est en Bq» 
le point A est en A© tel que 

arc BoAo = -• Posons 
"^ arc AoA = a?, arc BqB = y. 




Fig. 67. 



dx dy 

rr et rr- sont évidemment les 

dt dt 

deux vitesses angulaires entre lesquelles nous cherchons 
à établir une relation. 

On a, par la formule fondamentale de la trigonomé- 
trie sphérique, 

cosBqA.cosBoB + sinBoA.sinBoB. cos 6= cosAB, 

ce qui se réduit à 

sin X cos y + cos x sin y cos 6 = 0' 

— tg a; = tg y cos 6. 

En différentiant, il vient : 

— (1 _[. tg^x)dx = (1 + tg*y)oos6dy. 



ou 



d'où 
dy 



dx 



l 4- tg* a; 1 + tg* y cos* 6 cos" y + sin"y cos* ^ 



(l+tg*i/)cos6 (l + tg22/)cos6 

1 — sin* y sin* Ô 



cosô 



cos 6 



On voit donc que 



dy 



dx 



c'est-à-dire le rapport des 



vitesses de rotation,, n'est pas constant.au cours du 



r 
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mouvement. Ce rapport atteint ses valeurs extrêmes 

pour y = et y = -" Ces valeurs sont respectivement 

Al 

1 1— sin*6 

et z — = oos 9. 



CCS 6 cos 6 

On voit encore que, pour ô = -> on aurait constam- 

TZ 

ment, soit x = 0, soit y — -r- Cela revient à dire que, 

si les axes x ety sont rectangulaires, le fonctionnement 
du cardan est impossible. On s'en rend d'ailleurs immé- 
diatement compte a priori. 

61. Mécanisme de M. Bennett. — Dans un angle 
tétraèdre articulé sont réalisés quatre couples rotoïdes, 
dont P ensemble est déformable. Nous allons faire 
connaître un système jouissant de propriétés analogues, 
avec cette particularité remarquable que les axes des 
couples ne se rencontrent pas deux à deux. C'est le 
mécanisme de Bennett. 

Considérons un quadrilatère gauche ABCD, dont les 
côtés opposés sont égaux deux à deux (fig. 68). Un tel 
quadrilatère admet pour 
axe de symétrie la droite 
qui joint les milieux I 
et J de ses diagonales. 
En effet, les deux trian- 
gles. ADC et CBA étant 
égaux, le point I est 
équidistant des points B 
et D. Donc IJ est per- Pig. 68, 

pendiculaire à BD et 

les, points B et D sont symétriques l'un de l'autre par 
rapport à IJ. De même A et C. 

Appelons dièdres du quadrilatère gauche ceux des 
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dièdres du tétraèdre ABCD qui ont pour arêtes les côtés 
du quadrilatère. 

Si Ton se donne seulement les longueurs AB = CD =o 
et BC = DA = 6, le quadrilatère peut être déformé, 
sa forme dépendant de deux paramètres indépendants 
(par exemple les longueurs des diagonales). Il reste 
encore déformable si on Pastr^nt à une condition. 

Imposons-lui comme condition que le dièdre A£ soit 
de grandeur constante. Je dis quHl en est alors de même 
de tous ses autres dièdres. En effet, on a, dans le trièdre 
(BA, BC, BD), la relation connue 

sinBC sinABD sin ABD 
sin AB sin DBC sin BDA 

la seconde relation résultant de l'égalité des triangles 
DBC, BDA. Mais 

sin ABD AD h 
AB ~ a' 



sin BDA 



Donc : 



sinBC 
sinAB 



— > 

a 



et, AB étant constant, il en est de même de BC. Les 

dièdres CD et DA qui sont respectivement égaux aux 
deux premiers sont aussi constants. 

Cela posé, considérons les droites AX, BY, CZ, JDT, 
perpendiculaires respectivement aux plans DAB, ABC, 
BCD, CD A. Les droites AX et BY ont une perpendicu- 
laire commune de longueur constante, à savoir AB, 
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et font entre elles un angle constant, à savoir l'angle 

du dièdre AB. L'ensemble AX, BY constitue donc un 
corps rigide (1). De même BY et CZ, un corps rigide (2) ; 
CZ et DT, un corps rigide (3) ; DT et AX, un corps 
rigide (4). On a bien réalisé par les corps (1), <2), (3), (4), 
un système déformable de quatre couples rotoïdes, 
dont les axes AX, BY, CZ et DT, ne se rencontrent 
pas deux à deux. 

62. Hyperbololde articulé. — Comme autre exemple 
de système articulé dans l'espace, nous ^gnalerons 
Vhyperholoïde articulé. 

Établissons d'abord le lemme suivant : 

8% deux points A et ^ se meuvent simuUcmément, de 
telle mcmière que leurs trajectoires soient à chaque insta/nt 
normales tous les deux à la droite AB, AB est de longueur 
constante. 

Soient en effet {x, y, e) et (»', y'tZ') les coordonnées 
des points A et B. Les hypothèses se traduisent par les 
formules. 

(x' — x)dx' -\- {y' — y)dy' + (z' —z)dz* = 0, 
(x' — x)dx + iy' — y)dy + {z' — z)dz =0, 

d'où, par soustraction, 

{x' — x){dx' — dx) + (y' — y)(dy' — dy) + (z' — z)(dz' — dz)= 0, 

et, en intégrant, • 

{x' — x)* + {y' — y)* + {z' — zy = constante, 

ce qui établit la proposition. 
Cela posé, nous allons démontrer ceci : 
Considérons un hyperboloïde à une na/ppe, et réalisons 
par des tiges rigides des génératrices en nombre quelconque 
de Vun et de Vautre systèmes de cet hyperboloïde, deux 
génératrices de systèmes différents éta/ni articulées en leur 

Bricard. -— Cinématique. 11 
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point de rencontre (^). Ce système articulé est déjorrMMe, 
Au cours de la déformation, les tiges sont des génératrices 
d'une série d'hyperholoides éga/ux à des hyperhoUndes 
homojoca/iix à Vhyperholoîde donné. 
Soit en effet 

X* y* . z^ 

réquation d'un kyperboloïde à une nappe (H). (Il faut, 
comme Ton sait, que deux des coefficients A, B, C 
soient positifs, le troisième négatif). 

L'équation générale des kyperbolofdes homofocaux 
(Hx) est 

a;« y* z* 

X variant dans des limites telles que les conditions 
de signes nécessaires soient réalisées. 

(^» y> ^) étant les coordonnées d*un point fixe M 
de (H), le point Mx dont les coordonnées sont 



/A-fX , /B+X ^ /C + X , 

(3) a?; = y -^a;, yx=y-3-y, ^^= V "c"*'^ 

appartient à (Hx). En effet on vérifie que («x» y m ^x) 
satisfont à (2), si {x, y, z) satisfont à (I). 

Si X varie, le point Mx décrit une courbe C. Je dis 
que cette courbe coupe orthogonalement tous les hyper - 
boloïdes (Hx). 



(1) Il faut supposer que les articulations sont réalisées de 
manière à constituer des couples spTUriqueSt de manière à 
permettre tous les mouvements relatifs possibles de deux 
génératrices qui se rencontrent, leur point commun restant 
fixe sur chacune d'elles. 
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On a en effet, par différentiation des fommles (3), 
*_ a?d^ , ydX zdX 



2v/A(A + X) 2v/B(B+X) 2v/C(C+X) 

D'autre part, le plan tangent à (Hx) en M^ a pour 
équation 



A + X'B+X'C + X 
ou 

aX . yY ;»Z 

+ . + . = 1. 



V/A(A + X) v^B(B + X) v^C(C+X) 

Les coefficients de X, Y, Z sont proportionnels à dx-^^ 
dyxt dzx, ce qui justifie l'assertion faite plus haut. 

Cela établi, on voit que les formules (3) établissent 
entre les points de Thyperboloïde (H) et d'un hyper- 
boloïde (Hx) donné une correspondance affine (c'est-à- 
dire une correspondance homographique, avec conser- 
vation du plan de l'infini). Une telle correspondance 
conserve les droites. Donc aux génératrices de (H) 
correspondent les génératrices de (Ex). 

Soient M et N deux points de (H), apparfenant à 
une même génératrice. Si l'on fait varier X, les points 
correspondants M>. et Nx appartiendront à chaque 
instant à une même génératrice de l'hyperboloïde 
correspondant (Hx). En outre, puisque les trajectoires 
des points Mx N^ sont à chaque instant orthogonales 
à l'hyperboloïde (H ), elles sont en particulier normales 
à la droite M>.Nx, qui appartient aux plans tangents 
en Mx et Nx. Par conséquent, en vertu du lemme, la 
distance Mx Nx est constante. Ainsi, la correspondance 
établie entre les génératrices de (H) et de (Hx) est telle 
qu'il y ait conservation de la longueur du segment 
limité sur ime génératrice par ses points d'intersection 
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avec deux génératrices de système opposé. Cela étal)lît 
bien la déformabilîté du système articulé défini plus 

haut (0. 

Une réalisation assez répandue de Thyperboloïde ar- 
ticulé est constituée par le cache-pot, formé de baguettes 
assemblées par des clous. Cette réalisation est d'ailleurs 
imparfaite, parce que les baguettes constituent deux 
à deux des couples rotoîdea, alors qu'il faut des couples 
aphériques, 

63. Description mécanique du plan. — Gr. Darboux 
et M. Kœnigs ont imaginé un appareil, constitué de 
quatre tiges articulées seulement, qui permet de décrire 
le plan mécaniquement. On peut rattacher cet appareil 
à l'hyperboloïde articulé. Nous allons en exposer la 
théorie d'une manière indépendante. 

Démontrons le théorème suivant : 

Si trois points marqués sur une droite mobile {c'est- 
à-dire à des dista/nces mutuelles invariables) sont assu- 
jettis à rester sur des sphères dont les centres sont en ligne 
droite, tout point marqué sur la même droite reste aussi 
sur une sphère dont le centre est aligné sur ceux des trois 
premières sphères. 

Soient Wj, wa, w, les centres des trois sphères Si, S,, Ss, 
de rayons respectifs Ri, Rg, Rst sïir lesquelles sont 
assujettis à rester les points Mi, M|, Ms de la droite D. 
Soit Mo un quatrième point marqué sur la droite D. 

Posons MqMi = Xi, MoM, = X,, M0M2 «= Xs ; Xi, \, X, 
sont des longueurs constantes. 



(1) En appliquant les formules (3), on reconnaît par un 
calcul simple que Wk Nx = MN, mais la démonstration du 
texte met en évidence ce fait remarquable que, si l'on dé- 
forme un hyperboloïde articulé de tellQ manière que ses axes 
restent fixes, la courbe décrite par le point de rencontre de 
deux génératrices de systèmes différents est une trajectoire 
orthogonale de la famille d'hyperboloïdes homofocaux réalisés. 
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Prenons comme axe des x la droite (o^ (02 0D3 et soit 

réquation de la sphère S,. 

Désignons par x, y, les coordonnées du point Mo> 
par a, p, y les cosinus directeurs de la droite D. Les 
coordonnées du point Mi sont 

X + \a, y -h hp,' + hyy 

et les conditions de l'énoncé se traduisent par les trois 
relations 

^ {x+l.oi-^l.y + (y + /ip)« + (z+hy)^ = RiS (i = 1, 2, 3), 

ou, en tenant compte de a* + p^ + y* = 1, 

(4) x^ + y^.-\-z^ + 2li{cLX + py + Y^) — 2Ux 
= Ri» — ïi« — Ai* + 2liliOi, (i = 1, 2, 3). 

S'il n'y a pas de relation particulière entre les /i et 
les lit il est clair que les trois équations précédentes 
peuvent être résolues par rapport aux quantités 

a;2 + 2/2 + z^, aa? + By + yz , x, 

et l'on obtient pour ces quantités des expressions 
linéaires en a 

f a;2 -f t/2 + 5?2 _ Aia + B„ 

(5) } eux + p2/ + ï^ = ^2^ + B2, 
{ ^ 'X = Asa + Bs, 

Al Bj, A2, Bg, As, B3 étant des constantes. 

Les conditions de l'énoncé équivalent donc à sup- 
poser entre les six quantités a;, y, Zy a, p, y les trois re- 
lations (5), auxquelles il faut joindre la relation 

a* + P' + Y' = 1, 

soit quatre relations en tout.^ On en conclut que ces 
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six quantités peuvent être considérées comme fonctions 
de deux variables indépendantes. Il en sera de même 
des coordonnées 

d'un point M quelconque marqué sur la droite D (X cons- 
tant). Ce point est donc libre de se mouvoir sur une 
surface (ou tout au moins, si l'on tient compte des 
conditions de réalité que ferait connaître une discussion 
complète du système, sur une certaine région de cette 
surface). Keste à montrer que cette surface est une 
sphère. 

A cet effet, exprimons que le point M reste à distance 
constante d'un point (o, de coordonnées (Z, 0, 0). Il 
suffit pour cela de récrire l'équation (4), en supprimant 
les indices : 

ic* + y* + ^" + 2X {(XX -f Py + yz)—2lx 

ou, en tenant compte des relations (5), 

Aia + Bi + 2X(A2a + Ba) — 22(A8a -j-Bj) 
= K» — ï» — X* + 2?Xa. 

Pour que cette relation soit satisfaite, quel que soit a, 
il faut et il suffit que l'on ait 

2ïk + 2AJ, — 2AaX -- Al = 0, 

R» — Z« — X2 — Bi — 2B2X + 2B,Z = 0. 

X étant donné, on pourra trouver en général une 
valeur de l satisfaisant à la première de ces relations, 
et ensuite une valeur de R satisfaisant à la seconde. 

Cela établit la proposition énoncée (nous ne discutons 
pas la réalité du mécanisme). 

La première relation a la forme d'une relation homo- 
graphique entre Z et X. Autrement dit, un poi^t M de 
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la droite D et le point (o de Ox, qui est le centre de la 
sphère sur laquelle reste M, se correspondent homogra- 
phiquement. (Mi, (Di), (Ms, (Og), (Ma» (o,) constituent, 
d'après l'énoncé même, trois couples de points corres- 
pondants. On a donc, en vertu d'une propriété fonda- 
mentale des divisions homographiques, l'égalité entre 
rapports anharmoniques 

(M M^ Ma Ma) = (o) (o^ (o^ (Og). 

ce qui fournit une construction simple du point o), 
étant donné le point M, ou du point M, étant donné le 
point a>. 

En particulier, il existe sur D un point M^ dont le 
correspondant est le point à l'infini de Ox. La sphère 
décrite par le point M^ se réduit à un plan perp^endi- 
culaire à Ox. 

Ainsi, il existe un "point de D qui décrit un plan perpen- 
dicuîaire à Ox. 

C'est là le principe de l'appareil Darboux-Kœnigs. 

M. Kœnigs a étendu à l'espace le théorème de Kémpo 
(no 59) et démontré que l'on peut toujours réaliser un 
système articulé permettant de décrire une courbe ou 
une surface algébrique donnée. Plus généralement, on 
peut réaliser au moyen d'un système articulé toute 
correspondance algébrique donnée entre deux figures. 



EXERCICES 
SUR LES CHAPITRES VI, VII ET VIII 

1, Construire un train épicycloïdal réalisant le rapport de 

4001 
vitesses angulaires -j-^ • 

2. Faire Tépure d'une came commandant un galet dans 
les conditions suivantes : pendant le premier quart de tour 
de la came, le galet s'éloigne du centre de celle-ci de 10 centi- 
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mètres ; pendant le second quart de tour il se rapproche de 
2 centimètres ; pendant le troisième quart, il reste immobile ; 
pendant le quatrième quart, il revient à sa position initiale^ 
située à 10 centimètres du centre de la came. Pendant chacune 
des trois périodes où le galet est en mouvement, sa vitesse 
est constante. 

3. Un <|uadrilatère gauche e^t articulé en ses quatre som- 
mets (couples sphériques). Montrer que si un point est relié 
par des tiges de longueurs constantes à trois points apparte- 
nant à trois des côtés du quadrilatère, on peut relier le même 
point par une tige de longueur constante à un point conve- 
nable marqué sur le quatrième côté, sans gêner le quadri- 
latère dans sa déformation. 

4. O et O' étant deux points fixes, on considère un système 
articulé plan formé de quatre tiges de longueurs quelconques 
OA, AB, BA', A'O', et Ton déforme ce système de telle manière 

/\ 
que Tangle OAB soit' égal en grandeur et en Hgne à l'angle 

0'A'B^ Montrer que le point B décrit en général un cercle 
et qu'il en est de même du quatrième sommet du contre- 
parallélogramme construit sur BA et sur BA'. L'un de ces 
cercles peut se réduire à une droite. Déduire de là le principe 
d'un nouvel appareil à sept tiges permettant de décrire la 
ligne droite. 

Si la déformation est faite de telle manière que les angles 

OAB, O'A'B' soient égaux en valeur absolue et de signes 
contraires, le point B décrit encore un cercle, mais il faut 
da is la suite de l'énoncé, remplacer le contre-parallélogramme 
par un parallélogramme. 

5. Un solide se meut de telle manière qu'une de ses droites 
glisse sur une droite fixe et qu'un de ses points reste sur une 
sphère fixe. Démontrer que tous les points du solide restent 
siir des sphères fixes. 

6. Si quatre points, marqués sur une droite, restent chacun 
sur un plan fixe, tous les points de la droite décrivent des 
ellipses. 

7. Si quatre points, marqués sur une droite, restent respec- 
tivement sur quatre sphères dont les centres sont dans un 
laôiiic plan, il en est de même de tous les points de la droite. 



r 



Note I 
TEÉOBIB DES VEGTEUBS 



Axes de coordonnées et sens direct de rotation. — 

Dans toutes les parties de cet Ouvrage où il est fait 
appel à un système d'axes de coordonnées rectangu- 
laires» on adopte la convention astronomique quant 
au sens du trièdre formé par ces axes, c'est-à-dire que 
pour un observateur ayant les pieds en et la tête 
en z, la rotation d'un angle droit 
qui arùène Ox suj Oy s'effectue, 
pour cet observateur, dans le sens 
inverse de celui des aiguilles d'une 

montre (fig. 69, où Oy et Oz 

étant supposés dans le plan de la / ^ 

figure, Ox est dirigé en ayant de 
celui-ci). On peut dire aussi qu'en 
ouvrant les trois premiers doigts Fig. 69, 

de la main gcmche, de manière à 

les disposer suivant les arêtes d'un trièdre trirectangle, 
le pouce pourra être dirigé suivant Ox, le médius sui- 
vant Oy, Vindex suivant Oz. 
Lie sens de rotation indiqué est dit sens direct. 
Quand une droite est orientée, c'est-à-dire quand on 
a défini sur elle un sens positif dé parcours, on définit 
du même coup un sens direct de rotation autour de cette 
droite : c'est le sens de rotation direct pour un obser- 
vateur couché le long de la droite, de telle manière 
qu'un point décrivant celle-ci dans le sens positif 
traverse l'observateur des pieds à la tête. On appelje 
souvent axe une droite orientée. 




^ 
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Vecteurs. — On appelle d'une manière générale 
vecteur une portion de droite AB, supposée orientée 
du point A, dit son origiine, vers le point B, dit son 



extrémité. On le représente par la notation AB, ou encore 

par une lettre unique surmontée d'une flèclie, V. La 
droite à laquelle appartient le vecteur est dite sup'pori 
de celui-ci. 

Deux vecteurs AB et CD sont dits équipoUents quand 
les segments AD et BC ont même point milieu (fig. 70). 
Si les deux vecteurs n'ont pas le même support, ce qui 
est le cas de la figure, le quadrilatère ABDC est un 
parallélogramme. 

Vecteurs libres et vecteurs glissants. — Il y a lieu de 
considérer deux sortes de vecteurs : 

1® Le vecteur libre : deux vecteurs libres sont consi- 
dérés comme identiques quand ils sont équipoUents. 

Aussi pour définir un vecteur 
^v^ libre, il suffit dé se donner la 

y^ ! ""-, direction de sa droite support 
y^^^-i-""'^^ (c'est-à-dire une droite quelcon- 
^^^ ; y^ que parallèle à cette droite sup- 

^-.^y port), le sens du vecteur et sa 

C grandeur ou module, qui est un 

Fig. 70. nombre positif exprimant le rap- 

port de la longueur du vecteur 
à une certaine longueur prise comme unité. L'origine 
d'un vecteur libre peut être prise en un point quel- 
conque de l'espace. 

La grandeur du vecteur AB est indiquée par la 

notation modAB ou simplement AB. 

On indique l'équipollence de deux vecteurs libres par 

le signe de l'égalité. Ainsi, sur la fig. 70, AB = CD. 
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Plus généralement, si AB et CD sont des vecteurs 
libres parallèles, on écrira 



CD = XAB, 

X étant le nombre exprimant le rapport des grandeurs 
des deux vecteurs, précédé du signe + ou du signe — 
suivant que les deux vecteurs sont ou non de même sens. 
En particulier, si X = — 1, on dit que les vecteurs 
sont opposés. 



Quand un vecteur V est de longueur nulle, on écrit 

V= 0. 

Un vecteur de grandeur égale à l'unité est dit vecteur 
unitaire, 

2° Le vecteur glissant : deux vecteurs glissants sont 
considérés comme identiques quand ils sont équi- 
poUents et qu'en outre ils ont la même droite support. 
L'origine d'un vecteur glissant peut être prise en un 
point quelconque de sa droite support. 

Un vecteur glissant, d'origine A et équipoUent à un 

vecteur V, sera désigné par la notation (A, V). Si B est 
un autre point quelconque de la droite support, on 
écrira 

(A,V) = (B,V). 

Dans la pratique, on supprime fréquemment les 
épithètes libre et glissami, quand il n'y a pas à craindre 
d'ambiguïté. 

Somme de deux vecteurs libres. — Soient V et V 

deux vecteurs libres. 

->- 
Donnons pour origines à V un point quelconque 0, 



^ 
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-> 



et à V, rextrémité A de V (fig. 71). Le vecteur libre 



W = OB, B étant rextrémité de V, est dit somme 

géométrique t ou plus simplement somme 




des vecteurs V et V. On écrit 

-^ -^ ->■ 
W = V + V. 

On se rend compte immédiate- 



ment que Ton a V + V = V -f V. 
Autrement dit, T addition clés vec- 
teurs est commutative. 
La construction s* étend immédiatement à T addition 



de vecteurs libres en nombre quelconque Vi, Va, ... V^. 

On donnera à Vi une origine quelconque 0, à Va pour 

->- -> 

origine l'extrémité de Vi, ... à Vn pour origine Textré- 

> ->- 

mité de V»_i. Soit An l'extrémité de V^. Le vecteur 

-> > 

libre W = OA^ est dit somme des vecteurs donnés, 

et Ton écrit 

W = V, + Va + ... + Vn. 

On vérifie aisément que l'addition de vecteurs en 
nombre quelconque est commutative, et qu'elle est 
aussi associative, c'est-à-dire qu'on ne change pas une 
somme, en remplaçant un nombre quelconque de ses 
termes par leur somme effectuée. On aura par exemple 



V^ H- V, H- V, + vi + vl = Vi + V, + W, 



en posant 



W = Va + V^ + Y,. 



n 
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Composantes et projections. — Prenons trois axes 
de coordonnées rectangulaires Ox, Oy, Oz (fig. 72), et 
considérons les trois vecteurs tinitaîres 



i = OA, j = OB, Je = OC, 



dirigés respectivement sui- 
vant Ox, Oy, Oz, dans le 
«ens positif sur chacun de 
ces axes. 

Soit V un vecteur libre 

quelconque. D onnons - lui 

comme origine le point 

>■ ->■ 

et soit OM =s V. Soient 

Ma-, My, M» les projections 

du point M sur les axes. 

Les vecteurs libres 




Fig. 72. 



-> -> 



V, = OM^, V, = 0M„, V/= OM,. 



sont dits comfosantes de V suivant ces axes. La consi- 
dération du contour OMxy-M, {jl étant la projection du 
point M sur le plan Oxy, montre que Ton a 

V = V, + V, + V,. 

Soient d'autre part (X, Y, Z) les coordonnées du 
point M. On a évidemment 



On peut donc écrire : 



V 

^ y 



-> 



-> 



f-^ 



Y^ V, = Z^^ 



^ ^ ^ 

V = Xi + Y; + Zfc. 



^ 
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On dit encore que X, Y, Z sont les projections de V 
BUT les trois axes. 

Produit vectoriel de deux vecteurs libres. — Soient 

-> -> -^ — > 

Y = OA et V = OA' deux vecteurs libres» auxquels 

on donne la même origine (fig. 73). On appelle proâ/uit 

vectoriel (ou extérieur} des vec- 

-> ->■ 
teurs V et V et l'on désigne par la 

notation 




W = V X V 



un vecteur libre OB = W satisfai- 
sant aux conditions suivantes : 



-^ 



10 w = 0, si Vangle AOA' est nul ou égal à tt ; 

2° s'il n'en est pas ainsi, la droite support de W est 
perpendiculaire oai plan AOA' ; 3o le sens de la rota- 
tion d'un a^gle inférieur à tc qui amène OA sur OA' 

— > ■ 
est direct, relativement à la droite support de W orientée 

-> ->• 

dans le sens OB ; 4° la gramÂeur de W est égale au pro- 

-> ->- 

duit des grandeurs de Y et de V par le svnus de Va/ngle 

AOA', ou encore est égale a/u nombre qui mesure Vaire 
du parallélogramme construit sur OA et OA'. 

Il résulte immédiatement de cette définition que les 

vecteurs V x V- et V x V sont opposés. Autrement 
dit 

V X V == — V X V. 

4 

Ainsi la multiplication vectorielle, des vecteurs n'est 
pas commutative. En revanche, elle est distrihutive 
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far rcbppart à V addition. Autrement dît, on a l'égalité 



(1) V X (Vi + VJ = V X V, + V X V,, 



V, Vi et V2 étant trois vecteurs libres quelconques. 

Pour démontrer cet important théorème, donnons 
aux trois vecteurs une même origine (fig. 74); soient 

OA = V, OAi = Vj, OA2 = Vg. Construisons le parallé- 

logramme OAiBAj. On a OB = Vi 4- Vg. 

Menons par le plan P perpendiculaire à OA, et 
soit Odi^a, la projection sur ce plan du parallélogramme 
OAiB A2 (le parallélogramme 
Ooi^at serait aplati, si OA 
était dans le plan OA^Ag, 
mais la démonstration n'ex- 
clut pas ce cas). 

On a régaHté 




OA X Vi = OA X Oaj. 

En effet, on voit immé- 
diatement que les vecteurs 
représentés par les deux 
membres de cette égalité 
ont même direction, même 
sens et même grandeur (ce 

dernier fait résultant de ce que les parallélogrammes 
construits d'une part sur OA et OA^, d'autre part 
sur OA et Oai sont équivalents). On a de même 

OAxV,= OAxOa2 et OA x (Vi + ¥.)= OA x Op. 
Or le vecteur Oa'i = OA x 004 appartient au plan P ; 



^ 
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pour le construire, il suffit de faire tourner Oai dans le 
sens direct autour de OA, et Oa'i est égal à OA.Oai, 

puisque le sinus dé' l'angle AOa,^ est égal à l'unité. 

Les vecteurs Oa', = OA x Oa, et' 0^' = OA x Op 
donnent lieu à des remarques semblables. On voit donc 
en résumé que la figure Oa'iP'a'g s'obtient en faisant 
tourner le parallélogramme Oa^^ag d'un angle droit 
autour de OA et en altérant ses dimensions dans le 
rapport de OA à l'unité. Oa'i^'a', est donc aussi un 
parallélogramme, et l'on a ^ 

ce qui démontre le théorème. 

Nous avons établi que la multiplication vectorielle 

est distributive par rapport à l'addition, en ce qui 

concerne le multi'plicateur. Elle l'est aussi en ce qui 

concerne le muUipUccmde^ c'est-à-dire que l'on a : 

->- -> ->- -> -^ -^ -> 
( Vi + Va ) X V = Vi X V -f Va X V. 

En effet, les deux membres de cette égalité sont 
égaux aux membres, changés de signe, de l'égalité (1). 

II s'ensuit qu'on peut développer le produit vectoriel 
de deux sommes de vecteurs, en appliquant les règles 
de la multiplication algébrique, à la condition de ne pas 
changer l'ordre des "facteurs. On a par exemple : 

(Vi + Va)X(V3 + V4)=ViX(V8 + V4)+V,X{V8+V,) 

= VixV8 + ViX V4-fVaXV3 + V, XV4. 

Indiquons enfin que, dans les calculs de produits 
vectoriels, on a fréquemment à appliquer la formule 
suivante : 

- y y \ y , y , y 

mV X V = V X mV = m. V x V, 



m^^ 
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m étant un nombre positif ou négatif. Cette formule 
résulte immédiatement de la définition du produit 
vectoriel. 

Composantes du produit vectoriel de deux vecteurs. — 
Remarquons d'abord qu'en vertu de la définition du 
produit vectoriel, les vecteurs imitaires i, ;, h, définis 
plus baut, satisfont aux égalités : 

^^f^jxJc = — h Xj = i , h X i = — ixh = j, 

ixj= — jXi=:k. 

Cela posé, considérons deux vecteurs V et V, dont 
nous mettrons en évidence les composantes suivant 
les axes : 

V = X * + Y ? + Z A;, 
y = X'i + Y'j + Z'k, 

Effectuons le produit V x Y' en appliquant les règles 
indiquées et en tenant compte des formules (2). On 
trouve 

V X V = { YZ' — ZY') * + (ZX' — XZ') ; 

+ (XY' — YX')t^ . 

ce qui montre que le produit vectoriel a pour compo' 
scmtea suivant les axes les vecteurs 



(YZ' — ZY') i, (ZX' — XZ'.) j, (' XY— YX') k\ 

et par conséquent comme projections sur ces mêmes 
axes 
(3) YX' — ZY', ZX— XZ', XY' — YX'. 

Bricard. — Cinématique. 12 



I 

} 
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Moment d'un vecteur glissant par rapport à un point. 

— Soit (A, V) un vecteur glissant. On appelle moment 

de ce vecteur par rapport à un point M quelconque 

le vecteur libre 

-^ -^ ->■ 
3fll = V X AM. 

Ce moment est indépendant du point A choisi pour 
origine du vecteur glissant sur sa droite support. Soit 

en effet SU' le moment qui correspondrait à une autre 
origine A'. On a 

3fïl' = V X A'M , 
d'où ; 

->- ->- -> > y -y -> 

^' __ gpc = V X (A'M — AM) = V x A'A = 0, 

car V et A'A sont parallèles. Donc 3^ est bien équipol- 

lent à 311'. 

Le moment d'un vecteur glissant par rapport & un 
point de sa droite support est nul, car c'est le produit 
vectoriel de deux vecteurs parallèles. 

Il est aisé d'obtenir, en coordonnées cartésiennes, les 

projections de Oïl sur les axes. 

Soient en effet x, y, z les coordonnées de A; x\ y\ z' 

celles de M; X, Y, Z, les projections de V. AM a pour 

projections x' — x, y' — y et z' -^z. On voit donc, par 

-> ^- -> 
application des formules (3), c^ue 3^ = V X AM a pour 

projections 

Y(z' — z) — Z(y' — y)^{y — y')Z—\z — z')Y, 
Z{x'—x)^X(z'~z) == {z—z')X-^(x — x')Z, 
X(y' — y)'-Ylx'—x) = {x~x')Y — {y — y')X. 
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Si le point M est à l'origine, a?', y' et z' sont nuls, 
et les expressions précédentes se réduisent à 

2/Z — zY, zX. — a;Z, xY — yX. 

Moment résultant d'un système de vecteurs glissants. 

— Soient maintenant (Aj, Vi), (Ag, Vg), ... (A^, V») 
plusieurs vecteurs glissants. On appelle momew* résul- 
tant du système de ces vecteurs par rapport à un point M 

la somme 3iïl de leurs moments individuels. Ainsi : 

n 

2fîl = Vi X AiM + ... + Vn X AnM = ^ Vi X AiM. 

y 1 

Systèmes équivalents de vecteurs glissants. — On dit 
que deux systèmes de vecteurs glissants 



( A„ VJ, ... (a1, Vn) et (A{, Y\), ... (AV, VV) 

sont équivalents quand ils ont même moment résul- 
tant par rapport à un point quelconque de l'espace. 
Par exemple, des vecteurs glissants de même origine 

, ^ ^ 

(Al, Vj), ... (Al, V„) 

forment un système équivalent a/u vecteur unique 

(Al, Vj -\- ... + Vft). 
On a en effet, quel que soit le point M 

2^\iX AM = \\ Vij X AM. 

Résultante générale d'un système de vecteurs. glis- 
sants. — On appelle ainsi le vecteur libre, équipoUent 
à la somme des vecteurs libres équipollenls aux yec- 






i 
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teurs gliBBants considérés. C'est, avec la notation pré- 
cédente, le vecteur ^ Vj. 

Système de vecteurs glissants de résultante générale 
nulle. — Pour que le moment résuUcm^t d'un système 
de vecteurs glissants par ra/pport à un point de Vespa>ce 
soit indépenda/nt de ce point, il fa/ut et il suffit que la 
résultante générale du système soit nuUe, 



Considérons en effet le système (A^, Vi),- ... (A„, V„) 



et soient 371 et DU' «es moments résultants par rapport 
à deux points M et M\ On a 



an = ^ Vi X A,-M, 



d'où 

(4) 311' — 3iïl = ^ Vi X (AiM' — AiM) . ' 

= ^ vi X MM^ = (^ Vi j X MW. 

Si Ton veut que DU' — dïl soit nul, quels que soient 
les points M et M', il faut que > V» soit nul. En effet, 

s'il en était autrement, on pourrait choisir les points 
M et M' de telle manière que MM' ne fût pas parallèle 

à > Vi, et que par conséquent le produit 

^ Yi) X MM' 
fût différent de zéro. 



r 



THÉbRIE DBS VECTEURS 181 

Réciproquement, si ^ Vi = 0, T égalité écrite plus 

haut montre que 2fjl' — 3fîl sera toujours nul, quels que 
soient M et M'. 

Le vecteur 9TI, indépendant du point M, est dit axe 
du système considéré. 

Couple. — On désigne ainsi un système dje deux 
vecteurs glissants, équipollents à deux vecteurs opposés, 
mais supportés en général par des droites distinctes. 

Un couple constitue un système particulièrement 
simple de vecteurs, à résultante générale nulle. Il 
possède donc un axe, qui est son moment résultant par 
rapport à un point quelconque de T espace. 

On peut trouver, d'une infinité de manières, un couple 
équivalent à un système de vecteurs glissants à résulta/nie 
générale nulle. 

Soit en effet un tel système donné, d'axe 2fîl. Il suffit 
de montrer que Ton peut trouver, d'une infinité de 



manières, un couple d'axe 3TI, car alors le système et 
le couple auront, par rapport à tout point de l'espace 

même moment résultant 9TI, 
ce qui assure leur équiva- 
lence, par définition. 
Donnons pour origine au 

vecteur 371 un point arbi- 
traire (fig. 75) et dans le 
plan mené par perpendi- 

culairement à 2fR, traçons 

une droite D quelconque, à 

la condition toutefois de ne^pas^passer par le point 0. 

Appelons o la distance du point à la droite D. 
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On peut construire un vecteur glissant (A, V), sup- 
porté par D, et tel que son moment par rapport au 

point soit 311 . Il suffit pour cela, B étant l'extrémité 

d^ V, de faire en sorte que le nombre mesurant Taire 

du triangle OAB soit égale à — > ce que Ton obtient en 

/à 

faisant 

o 



et de donner à AB un sens convenable. Si Ton construit 

-^ ->■ 

le vecteur (0, — V) ou OB', il forme avec le vecteur 

(A, V) un couple dont l'axe est 9TI. En effet le moment 

résultant du couple par rapport au point se réduit 

-)- -> 

au moment de (A, V), puisque le moment de (0, — V) 

est nul, la droite support de ce vecteur passant par le 

point 0. 

Réduction d'un système de vecteurs glissants à un 

vecteur glissant et à un couple. — ' Considérons un 

système de vecteurs glissants (A^, Vi), ... (A^, Vn). 
étant un point quelconque, construisons les vecteurs 



glissants (0, VJ, ... (0,VJ et (0, — VJ, ... (0, — V^). 

Le système donné est équivalent à celui que Ton forme 

en lui adjoignant les 2n nouveaux vecteurs, car ceux-ci 

étant deux à deux opposés, leur moment résultant par 

rapport à un point quelconque est évidemment nul. 

-^ -> 

Le système (0,Vi), ... (0,Vn) est équivalent, comme 

on Ta vu, au vecteur imique (0, Vj + V, -f ,., + Vn). 
Quant aux autres vecteurs, on peut les répartir en 
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couples (Ai,Vi) et (0, — VJ, ... (An, Yn) et (0, — V^)- 
L' ensemble de ces couples forme un système de ré- 
sultante générale nulle. Il est donc équivalent, d'une 
infinité de manières, à un couple, comme on vient de le 
voir. 

Ainsi : un système quelconque de vecteurs glissants 
peut être réduit à un vecteur glisscmt unique et à un 
couple, et cela d^une infinité de manières. 

On voit qu'on peut astreindre le vecteur glissant 
à passer par un point arbitraire 0. C'est ce qu'on appelle 
faire la réduction par rapport à ce point. Ce vecteur est 

toujours éqidpollent à la résultante générale ^ Vi du 

système. Quant au couple, son axe est évidemment 



égal au moment résultant Siïl du système par rapport 
au point 0. 
Réduction canonique. — Supposons que la résultante 

générale ^ Vi du système ne soit pas nulle. Proposons- 
nous de faire la réduction de telle manière que l'axe du 
couple soit parallèle* à cette résultante générale. 

Ayant fait la réduction par rapport au point 0, et 
adoptant les notations précédentes, il faut chercher 

un point 0' tel que le moment résultant 3iïl' par rapport 
à ce point soit parallèle à N^ Vi. Or on a vu (formule 4) 
que l'on a 



Faisons la construction suivante : construisons 
(fig. 76) le vecteur OA = 9^, puis le vecteur AB = X ^i» 
et enfin le triangle OCA, rectangle en C,.et dans lequel 
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le côté OC est parallèle à AB. Le vecteur AC est le pro- 



duit vectoriel de AB par une infinité de vecteurs AD, 

tous contenus dans le plan 
mené par A perpendicu- 
lairement à AC et tels que 
le triangle ADB ait une 
aire donnée. Leurs extré- 
mités D ont pour lieu une 
certaine droite D parallèle 
à AB et bien déterminée 
par la condition de sens qui 
intervient dans la définition 
du produit vectoriel. Choi- 
sissons le point D arbitrai- 
rement sur cette droite et 




Fig.76. 



-> 



menons 00' équipoUent à AD. Le point 0' satisfait à 
la condition requise. On a en effet 



9^1' = 3m -f {^2à ^7 






m 



X 00' 



-> 



X AD = OA + AC = OC, 



-)- 



et OC est par construction parallèle à > Vi. 

Le point 0' est indéterminé sur une droite X, parallèle 

à ^ Vj, et dite axe central de système. Ainsi, un sys- 

tème de vecteurs, de résuUcmte générale non nulle, 'peut 
être réduit à un vecteur glissant aya/nt pour support 
Vaxe central, et à un couple dont Vaae est parallèle à 
cet axe central. 

On laisse au lecteur le soin de reconnaître que cette 
réduction n*est possible que d'une seule manière. 
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Formules cartésiennes. — Proposons- nous d*obtenir 
des formules exprimant l'équivalence des deux sys- 
tèmes de vecteurs glissants considérés plus haut, quand 
on les rapporte à des axes cartésiens. Soient ai,yi, ^^iies 
coordonnées du point A^; Xj, Yj, Z, les projections 



de Vi; Xi yi zi les coordonnées de A/; X/, Y/, ZJ 
les projections de V/. Posons en outre 

X=2^i, Y=2Yi, Z=2Zi; 
L =2(yiZi — ^iYi), M =2<^iXi -a^iXi), 

Nous dirons que X, Y, Z, L, M, N sont les coordon' 

nées du système de vecteurs (Ai, VJ, (A2, V2),.... On 
définira de même les coordonnées X', Y', Z', L', M', N' 

du système de vecteurs (A/, V/), (A/, Vg') .... 

Soient maintenant ^, r^, C les coordonnées d*un point 

quelconque P. Le moment du vecteur (Ai, Vi) par 
rapport au point P a pour projection sur Ox, ainsi 
qu'on Ta vu, 

(yi— OZi — (;?i — OYi. 

Le moment résultant du premier système de vecteurs 
par rapport au même point a donc pour projection 
sur Ox 

2(yi — '^)Zi— (^i — OYi 
= 2 (yiZi-;.iYO- 7i2 Zi + C 2 Yi 

= L — 'r|Z + ÎY. 
Ses projections sur Oy et sur Oz sont de même 
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M — ex + ÇZ et N — SY + YjX. On a des expressions 
semblables pour les projections du moment résultant 
par rapport à P du second système de vecteurs. 

Pour que les deux systèmes de vecteurs soient équi- 
valents, il faut et il suffit que leurs moments résultants 
par rapport au point P soient identiques, quel que 
soit P. Les projections de ces moments doivent être 
égales. On doit donc avoir, quels que soient $, tj, Î, les 
égalités ^ 

L — 7iZ + ÇY = L' — 7iZ' + ÎY', 
M — ex -f SZ = M' — eX' + 5Z', 
N — ÇY + 'nX= N' — iY' +7iX'. 

On voit aisément qu'il faut et suffit pour cela que l'on 

X = X', Y = Y', Z = Z', 

L = L', M = M', N = N'. 

Ainsi, pour que deux systèmes de [vecteurs glissants 
soient équivalents, il faut et il suffit qu*ils aient mêmes 
coordonnées, 

Barycentre d'un système de points. — Soient Ai, A2, 

... An des points en nombre quelconque. On appelle 

barycentre de ces points, affectés respectivement des 

coefficients positifs ou négatifs mi, m^, ... m^, de somme 

non nulle, un point A tel que Ton ait, étant un 

point quelconque, l'égalité vectorielle 

-> -> -V 

(5) (mi + ... -f- mn)0A = miOAi + ... + m^OA^. 

Le point étant choisi, l'égalité précédente déter- 
mine un point A sans ambiguïté. Montrons que ce point 
ne dépend pas du choix du point 0. 

En effet un autre point 0' conduirait au point A' 
déterminé par l'égalité 



(m, -f ... + mjJO'A' = Wi O'A, -1- ... + mnO'An- 
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Retranchons membre à membre ces deux égalités, 
en observant que Ton a 

^ -> i y 



OA — O'A' = 00' + O'A' + A'A— O'A' = 00' + A'A 
et: 



OAi — 0'Ai= 00'. 
Il vient 

(mj + ... + m^) (00' + A'A) = (mj + ... + m^) 00', 



d'où A'A = 0, ce qui montre que le point A' est iden- 
tique au point A. 

Si Ton désigne par B le bary centre des points 
Al, Aj, ... A„_i, l'égalité (6) peut s'écrire 

(Wi + ... + m^)OA = (mi -|- ... + mn_i)0B + m^OA^, 

ce qui prouve que le point A est le barycentre des 
points B et A„, affectés respectivement des coefficients 
mi + ... + m,^_i et m^. On voit donc que l'on saura cons- 
truire, de proche en proche, le barycentre de points 
en nombre quelconque si l'on sait construire le bary- 
centre de deux points. Or, soient les deux points A, 
et Ag, affectés des coefficients m^ et mg, A leur bary- 
centre. On a par définition 



-> m^OAi + mjiOA, 
OA = » 

quel que soit le point 0. En supposant que ce point 
coïncide avec le point A, on a 

-> ->■ 

wij AAi + ma AAa = 0, 

ou 

-> -^ 

rrii AAi = — ma AAg, 

ce qui s'interprète immédiatement ainsi : le point A 
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divise le segment A, Ag dans le rapport inverse et changé 
de signe des coefficients m, et m^. 
Vecteurs glissants parallèles. — Considérons un sys- 



tème de n vecteurs parallèles. Si Y est un vecteur paral- 
lèle à leur direction générale, on pourra les noter 

(Al, mi V), ... (An, m» V), m,, ... m» étant certains coef- 
ficients numériques, positifs ou négatifs. 

Si la résultante générale de ces vecteurs est nulle, 
leur système est, on le sait, équivalent à un couple. 
Si cette résultante générale n'est pas nulle, ce qui 
revient à supposer mj + ... + m^ ^ 0, nous allons 
montrer que leur système est équivalent au vecteur unique, 

[A, (m^ + ... + m„) V], A étami le hary centre des points 
Al, ... A^. Il suffit pour cela d'établir que l'on a, 
quel que soit le point M, l'égalité 



(6) 



-> -> v^ "^ ^ 

(mi + ... + mn)^^ X AM = > m» V x AiM. 



Or, A étant le barycentre des points Aj, ... A„, on 
a, quel que soit M, 

-> v^ > 

(mi + ... + m„) AM = > m^ AiM. 

En effectuant le produit vectoriel de V par chacun 
des membres de cette égalité, on obtient bien l'égalité (6). 

Produit scalaire de deux vecteurs. — Dans les appli- 
cations de fa théorie des vecteurs, on fait uâage, à côté 
du produit vectoriel, d'une autre sorte de produit 
de deux vecteurs, le produit scalaire^ dit aussi proâ/uU 
intérieur. 



Le produit scalaire de deux vecteurs libres Y et V est un 
nombre, égal au produit algébrique de leurs grandeurs 
par le cosinus de V angle quHls font entre eux. 
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On le désigne par la notation V . V. 
Il résulte immédiatement de cette définition : 
lo Que la condition nécessaire et suffisante pour 
que le produit scalaire de deux vecteurs soit nul est 
que l'un d'eux au moins soit de grandeur nulle, ou bien 
qu'ils fassl&nt entre eux un angle droit ; 



2o Que l'on a ,V . V = V . V, autrement dit, que la 
multiplication scalaire des vecteurs est commutaUve, 
à rencontre de la multiplication vectorielle. 

Le produit scalaire d'un vecteur par lui-même est 
égal au carré de sa grandeur. 

On écrit pour abréger 



V . V = mod* V = YK 

Si un vecteur est désigné par son origine et son extré- 
-^ 
mité, AB par exemple, on écrira 

AB . AB = ÂB * 

On voit encore que l'on a, m étant un nombre 
positif ou négatif, 

(mV) .y = mY. V. 

On peut transformer la définition du produit 
scalaire. 

Donnons aux deux vecteurs considérés une origine 
commune et soient 

OA = V, OB = Y'. • 

Soit encore p la projection du point B sur OA. On 
a par définition 

V . V = OA . OB cos AOB = OA . Op, 

cette égalité étant vraie en grandeur et en signe. 
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à la condition de considérer comme de même signe ou 
de signes contraires les segments OA et 0^, portés 
par la même droite, suivant qu'ils ont ou non le même 
sens. Ainsi : 

Le 'produit scalaire de deux vecteurs est égal au produit 
de la grandeur de Vun par la gra/ndeur de la projection 
de Vautre sur le premier, ce produit étant affecté du signe 
qui résulte de la convention ci-dessus,' 

De même que la multiplication vectorielle, la multi- 
plication scalaire est distributive par ra/pport à VaMi- 

-^ -> -)- 
tion. Autrement dit, U, V, W étant trois vecteurs 

quelconques, on a la relation 

(7) U.(V + W) = U.V + U.W. 

Donnons en effet aux trois vecteurs U, V, W la même 
origine et soient 

OA = U, OB = V, OC = W. . 



Soit OD = V + W. D est le quatrième sommet du 
parallélogramme construit sur OB et OC. 

En désignant par fi, ^ ®* ^ l®s projections sur OA 
des points B, C et D, on a, comme on vient de le voir 

U.(V + W)= OA.Oo, 

U.V=OA.O(i, 

U.W==OA.Oy. 

Mais, d'après le théorème élémentaire des projec- 
tions, 

Oo = Op + Oy. 

En multipliant par OA les deux membres de cette 
égalité, on obtient bien la relation (7). 
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Les vecteurs unitaires i, j et h satisfont aux relations 



i« = j* = fe« = 1, 
j ,h = h .i = i. j = 0. 

Moment résultant d'un système de vecteurs par 
rapport à im axe. — Soient MU une droite orientée ou 
axe, M l'un quelconque de ses points. Etant donné 
un système de vecteurs glissants, on a défini plus haut 
le moment 'résultant 3TI de ce système par rapport au 
point M. La projection y- de SHI sur MU (rappelons que 
cette projection est un nombre algébrique) est dite " 
moment résultant du système de vecteurs considérés 
par rapport à Vaxe MU. 

Cette définition ne peut présenter d'intérêt que si 
ce moment résultant ne dépend pas du choix du point M 
sur l'axe MU. Montrons qu'il en est bien ainsi. 

Soit en effet u un vecteur unitaire, parallèle à MU 
et ayant le même sens que cet axe. D'après la défi- 
nition transformée du produit scalaire, on a 

-y --V 
jJL = i* . 311. 

Le moment résultant )x! du système de vecteurs 
considérés par rapport au même axe MU, mais défini 
au moyen d'un autre point M' de cet axe, sera donné 
par 

3îl' étant le moment résultant du système par rapport 
au point M'. 

D'autre part, la formule (4), établie plus haut, 

peut s'écrire 

-^ -^ -^ 
311' = 31L -f W, 



1 
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en posant < 

(8) W= (^Vi) X MM'. 

On a donc 

(x' = tt.(3fn + w) = u.fïïi + t*. w.^ 

Mais, si Ton se reporte à la définition du produit 
vectoriel, il résulte de (8) que W est nul ou perpendi- 



culaire à MM' et par conséquent à u, puisque M et M' 

sont deux points de Taxe MU. On a donc 

-^ -^ 

u ,W = 0, 
et par conséquent 

[x' = jjL, c. q. /. d. 

Application géométrique : 'théorème de Stewart. — 

Pour donner au moins une application géométrique 
du calcul vectoriel, considérons des points Ai, Aj, ... A 
affectés respectivement des coefficients m^, ma, ... w 
et soit A leur barycentre. On a, M étant un point 
quelconque, l'identité 

MAi = MA + AAi, 
d'où Ton tire, par multiplication scalaire, 






MAi' = MA* + AAi + 2MA . AAi. 

Multiplions par mi les deux nombres de cette égalité, 
et faisons la somme des égalités ainsi obtenues pour 
les diverses valeurs de i : 1, 2, ..., n. il vient 



+ 2 MA. 2^ mj AAj. 



t 

i 
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Mais, si dans la formule (5) on suppose que le point 
O se confond avec le point A, on trouve 

Z^ nti AAl = 0. 
L'égalité précédente se réduit donc à 

Le théorème exprimé par cette formule est connu 
sous le nom de théorème de Stewart (^). 



EXERCICES 



1. Soit ABC un triangle. Démontrer les relations 



-V -> -^ -> 
AB X AC - BC X BA = CA X CB 

Interprétation géométrique (on obtient les relations 

sin A 
a 

2. Le même triangle donne lieu à l'identité 



BC = AC — AB. 

Interprétation géométrique de la relation obtenue en éle- 
vant cette identité au carré (par multiplication scalaire). 

3. Soient ABC un triangle tracé sur une sphère de centre O 
et de rayon égal à l*umté, ^ et y les projections des points 
B et C sur OA. Interprétation géométrique de la relation 



(1). — Pour plus de développement sur le calcul vectoriel, 
je renvoie aux ouvrages de MM. C. Burali-Forti et Marcolongo 
et de M. Coftin, cités à la Bibliographie. Les notations de ces 
auteurs diffèrent entre elles et de celles qui ont été employées 
dans cette note. Celles de MM. Burali-Forti et Marcolongo 
sont peut-être les plus avantageuses pour des applications 
étendues. 

Bbicabd. — Cinématique. 13 
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obtenue en multipliant membre à membre (par multiplication 
scalaire) les deux identités 

-^ ->► -> 
OB = Ojj + pB, 



OC = Oy + yC. 

(On trouve la formule dite : formule fondamentale de la 
trigonométrie 8j>hériquc), 

4. U, y, W> étant trois vecteurs libres non parallèles à 
un même plan, tout vecteur libre peut être mis sous la forme 



(1) XU + txV + vW, 

X» (x> v> étant trois coefficients numériques, et cela d'une 
seule manière. 



U et V étant deux vecteurs non parallèles, tout vecteur 



de la forme XU + fiV (Xetj* coefficients numériques) est 

parallèle à un plan parallèle à U et Y, et réciproquement tout 
vecteur paraUèle à un tel plan peut être mis sous cette forme, 
et cela d*une seule manière. 

5. Quatre points quelconques A, B, C, D, de Tespace donnent 
lieu à l'identité 



AB . CD + AC . DB -}- AD . BC = 0. 

En déduire ce tliéorème : si dans un tétraèdre deux couples 
d'arêtes opposées sont formés de droites rectangulaires t il en est 
de même du troisième couple, 

H. Formule du double produit vectoriel. Soient U, V, Wi 
trois vecteurs libres quelconques. On a la relation 

-^ —y -V -y -^-^ -^->--> 
u X (V X W) = (U . W) V — (U . V) w. 

Autrement dit : le vecteur^ produit vectoriel de U par U 

-> -^ 

vActeur produit vectoriel de V et de W, est la somme des vecteurs 



\ et W, multipliés respectivement par deux nombres qui son 
les vroduiis scalaires V . W et — U . V. 



r^ 
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Pour démontrer cette formule qui a de très nombreuses 
applications, on reconnaîtra d'abord, par un raisonnement 
géométrique, que le vecteur représenté par le premier membre 



est dans le plan (V, W), en supposant que l'on donne une 
origine commune à tous les vecteurs considérés dans le raison- 
nement, et l'on en conclura que ce premier membre peut être 

mis sous la forme IV -f mW, Z et m étant certains coefficients 
nimiériques à déterminer. 

On montrera ensuite que le coefficient l est indépendant 

de V. A cet effet, V' étant un nouveau vecteur, on écrira : 



V ^ ^ V 

u X (V X W) = vy + m'W, 



et en observant que V' peut être mis sous la forme (1) de 
l'exercice 4, on parviendra à une identité vectorielle exigeant 
V = 1. 

On déterminera enfin par un raisonnement géométrique, 

le coefficient Z en supposant V perpendiculaire au plan (U , W)* 
7. Pour qu'un système de vecteurs glissants soit équiva- 
lent à un vecteur unique, il faut et il suffit que les cordon- 
nées de ce système satisfass nt à la relation 

LX -f M Y + NZ =r O. 



• 1 



Note II 

C0UBBE8 QAUOHES ET F0BMULE8 

DE FEENET 



Soient C une courbe gauche, M Tun de ses points 
de coordonnées {x, y, z). Le plcm osculateur en M est la 
limite du plan mené par la tangente MT parallèlement 
à la tangente au point M de coordonnées (a? -j- Ax, 
y + Ay, z + \z)j quand A», Ay, \z tendent vers zéro. 

La perpendiculaire MN à MI, menée par le point M 
dans le plan osculateur, est dite normale principcde. 

Soient 8 la longueur de Tare MoM, mesuré sur la 

courbe C à partir d'une origine arbitraire M©, As la 

longueur de Tare MM^ s Tangle {angle de contingence), 

tendant vers zéro en 6iême teijaps que As* que font 

As 
les tangentes en M et M'. La limite du rapport — , 

quand As tend vers zéro, est le rayon de courbure 
en M. Nous le désignerons par K. Il est essentiellement 
positif. 

Indicatrice sphérique. — Portons sur la tangente MT, 
à partir du point M, une longueur MT égale à l'unité, 
dans le sens correspondant à celui des arcs croissants 
(fig. 77). Par le point 0, origine des coordonnées, 



menons un vecteur 0[x équipollent au vecteur MT. 
Quand le point M se déplace sur C, le point [l décrit 
une courbe F, dite indicatrice sphéricité de C. Cette 
courbe est tracée sur une sphère S de centre O et de 
rayon égal à l'unité. 



r 



COURBES GAUCHES 



197 




Soit jx' le point de F qui correspond au point M'. 
Le plan OfXfx' est parallèle au plan mené par MT parallè- 
lement à la tangente en Mi à C. Par conséquent, lorsque 
M' vient se confondre avec 
Ml le plan 0[L[l' est, à la 
limite, parallèle au plan os- 
culateur à C en M. 

La position limite de fx^x' 
est donc parallèle à ce plan 
OBculateuT. D'autre part, 
cette position limite est 
tangente à la sphère S en {x 
et par conséquent perpendi- 
culaire à 0[x, c'est-à-dire à 
MT. On voit donc> qu'à la 
limite, [X{x' est parallèle à la 
normale principale MN, 

Désignons par a, p, y les cosinus directeurs de MT. 
et par a', p', y' ceux de la normale principale MN, 
orientée dans le sens limite de fxu.'. Cherchons des 
expressions de ces derniers cosinus. Le point (x a pour 
coordonnées a, p, Y î ^® point [x' a pour coordonnées 
a + Aa, p + Ap, y + Ay, cosin'us directeurs de la 
tangente en M'. On a donc par exemple 

Aa _. Aa A« arc ixix' 

a = lim — = lim ^^ -^— • 

(xtx' As arc ul(x' [X(x' 

arc (X{x' désignant l'arc infiniment petit du grand cercle 

tracé sur H et passant par les poirts |x et {x'. 

Aa dd 
Mais lim -—=---; d'autre part, la courbe V étant 
A9 as 

tracée sur ime sphère de rayon égal à l'unité, 



arc jx[x' =. (xOjx' = s. 
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. ,. A« ^ ^. ,. arc au.' 

et lim -, = R ; enfin lim ^-t— = 1. 

arc [ji.|jl' jXjjL 

Donc : 

• ^^ ^ 
a' = j- R, 

as 
co qu*on peut écrire 

da _ a' 
dJ ~ R' ' 
de même 

dfi R ds ~ R 

do. 

Ces formules, ' qui font connaître les dérivées — > 

as 

d^ dy 

-p et -p en fonction des cosinus directeurs de la normale 

as as 

principale, sont connues sous le nom de formules de 

Frenet, 

Si Ton porte sur la normale principale^ orientée dans 
le sens indiqué, la longueur Ma> = R, o) est dit centre 
de courbure en M. 

Il existe d'autres groupes de formules de Frenet, 
faisant connaître les dérivées par rapport à s des cosinus 
directeurs de la normale principale et de la hinormale 
(perpendiculaire au plan osculateur). Il est inutile de 
les établir ici. 



■:?^ 



Note III 

PRINCIPES DE LA CINÉMATIQUE 

GBAPHIQUE 



l. En vue de certaines applications pratiques, il est 
avantageux de pouvoir étudier d'une manière simple 
la distribution des vitesses et des accélérations des 
divers points d'une figure plane ayant une loi de mou- 
vement donnée. On peut y parvenir par l'emploi des 
çiéthod^s de la Cinématique gra/phique, dont nous 
allons exposer les principes (^). 

Etant donnée une figure plane qui se meut dans 
son plan suivant une certaine loi, menons à un instant 
quelconque, à partir d'une origine quelconque 0, des 
vecteurs équipoUents aux vecteurs vitesses des divers 
points de cette figure. La figure formée par les extré- 
mités de ces vecteurs a reçu le nom de cinème du 
premier ordre de la figure considérée. Le point est 
le pôle du cinème. 

De même, si l'on mène d'un point des vecteurs 
équipoUents aux vecteurs accélérations des points de 
la figure, les extrémités de ces vecteurs forment le 
cinème du second ordre de celle-ci. 

Il existe entre la figure et ses deux cinèmes la rela- 
tion géométrique très simple que voiôi : 

Les deux cinèmes de la figure lui sont semblables. 



(1) On trouvera d'intéressantes applications de ces mé- 
thodes dans le Cours de Géométrie pure et appliqué de V École 
Polytechnique de M. M. d'Ocagne. 
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Pour établir cela, nous nous appuierons sur le lemme 
de géométrie élémentaire 6uiva^t : 

Soient dans le plcm ABC..., A'B'C... deux figures 
directement semblables. Menons à partir d^un point 



des vecteurs Oa, Ob, Oc, équipollents respectivement aux 



vecteurs AA', BB', CC La figure abc... est directement 
semblable aux figures considérées. 

On sait en effet qu'il existe un point co, dit centre de 
similitude, tel que tous les triangles coAA', coBB', ... 
soient directement semblables. On peut supposer que 
le point coïncide avec le point m. Il est alors intuitif 
que tous les triangles OAa, 0B&, ... sont directement 
semblables, et le lemme en résulte (^). 

Cela posé, si ABC ... A'B'C ... sont les deux positions 
d'une figure aux instants t et t -^ At, les vecteurs 
vitesses des points A, B, C, ... sont les limites des vec- 

A A' BB' 
teurs --— » -7—> ... .11 résulte du lemme que la ûgure 
Al ut 

formée par les extrémités de ces derniers, supposés 

menés à partir d'une origine commune, est semblable 

à la figure ABC..., et la similitude de la figure et de son 

cinème du premier ordre en résulte. 

Soient abc..., a'b'c'.., les cinèmes du premier ordre 

aux instants t et t -\- At. Far définition même de 

l'accélération, les vecteurs accélérations des points 

A, B, C,... sont les limites des vecteurs —— > -7- > -r- >• 
. ^ At At At •• 

(1) Cette démonstration suppose que le point w est à dis- 
tance finie. Il ne pourrait être rejeté à l'infini que si le rapport 
de. similitude des figures ABC..., A'B'C^.. était égal à Tunité , 
et si de plus leurs côtés homologues étaient parallèles. Alors 
tous les points a,b^c... coïncideraient. 
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Comme abc..., a'h'c'... sont deux figures semblables, 
étant toutes deux semblables à la figure ABC..., une 
nouvelle application du lemme établit la similitude de 
la figure mobile et de son cinème du second ordre. 

2. Proposons-nous de construire les deux cinèmes 
d'une figure mobile. Pour déterminer complètement le 










'^M 



■< ;# 



Fig. 78. 



mouvement de cette figUre, il suffit de connaître les 

trajectoires (A) et (B) de deux de ses points A et B, et 

la loi de temps du mouvement de l'un de ces points 

(fig. 78). Supposons ces éléments connus. 

D'un point quelconque menons deux vecteurs 

-> -> 

Oa, Ob, équipoUents aux vitesses des points A et B. 
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Oa est connu par hypothèse. De 06 on sait seulement 
jusqu'ici que ce vecteur est parallèle à la tangente 
en B à (B). 

Mais on peut considérer le mouvement du point B 
comme résultant de deux mouvements : un mouvement 
d'entraînement, qui est la translation d'une figure 
dont le point A décrit (A) suivant la loi donnée et un 
mouvement relatif du point B par rapport à ce système. 
On a, entre la vitesse absolue, la vitesse d'entraînement 
et la vitesse relative du point B la relation 

-> -> •v>- ->- 
06 = V« = V, + V,. 

V^ est équipollent à Oa, puisque le mouvement 
d'entraînement est un mouvement de translation. 

\\. est perpendiculaire à AB, puisque, AB étant de 
longueur constante, le mouvement relatif du point B 

est une rotation autour du point A. 06 est donc la 

somme géométrique de Oa et d'un vecteur perpendi- 
culaire à AB. Autrement dit : AB et a6 sont rectangu- 
laires, ce qui permet d'achever la construction du point 6. 

Ayant obtenu le point 6, on construira le cinème du 
premier ordre de toute la figure entraînée avec A^ 
on appliquant le théorème du n^ 1. On voit, d'une 
manière générale, qu'à deux points M et N de la figure 
correspondent, sur son cinème du premier ordre deux 
points m et n tels que les droites MN et mn soient rectan- 
gulaires (^). 

Pour construire le cinème du second ordre, consi- 
dérons encore le mouvement du point B comme résul- 



(1) Il est facile de déduire ce résultat du théorème fonda' 
mental du n° 26, chap. V. 
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tant des deux mouvements définis plus haut. On a, 
entre F accélération absolue du point B, son accéléra- 
tion d'entraînement et son accélération relative, la 
relation 

En effet, le mouvement d'entraînement étant un 
mouvement de translation, l'accélération complémen- 
taire est nulle (n^ 24, Chap. IV). 

AjSiXit pris comme pôle du cinème un point cd quel- 

' conque, soient wa et (o^ des vecteurs équipollents res- 
pectivement aux accélérations des points A et B. On a 



Donc 



d'où 



Wa = (Dp, W, = (oa. 
W,. = (op — wa = ap. 



Projetons cette égalité sur la direction AB. La com- 

posante de W^ suivant AB n'est autre chose que l'ac- 
célération normale du point B dans son mouvement 
relatif, qui est une rotation autour du point A. Cette 

accélération normale a pour grandeur --^ = --— et peut 

AB AB 

en conséquence facilement être construite. Si donc on 

mène à partir du point a un vecteur a^i, parallèle à 

db 
BA, de même sens que BA et de grandeur égale à ■— •» 

on aura 

projection de ap sur AB = api, 

Autrement dit ppi est perpendiculaire à AB. 



•^ '- ■■ m 
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D'autre part, la composante du vecteur W» = wp 
suivant la normale à la trajectoire du point B est connue: 
c'est en effet l'accélération normale de B, dirigée dans 
le sens de la concavité de (B) et ayant pour grandeur 



■1 



V.* 06* 



BBi BBi 

en désignant par B^ le centre de courbure de (B) en B. 
D'après tout cela, on arrive à la construction sui- 
vante : 

Menons à partir du point <o le vecteur coa, équipollent 
à V dccélération, supposée connue, du point A ; menons 

le vecteur a^^, parallèle à BA, de même senè que BA et 

ab^ -^ 

de grandeur égale à -— ; menons le vecteur wpg» parallèle 

AB 

à BBi, de même sens que 'BB\ et de grandeur égale à ^^ 

BB| 



Le point p, extrémité du vecteur cop équipollent à Va>ceélé' 
ration du point B, est à V intersection de la perpendicu- 
laire élevée du point p^ à a^^ et de la perpendiculaire 
élevée du point ^2 à (1)^2- 

Connaissant les points a et p, on construira le cinème 
du second ordre de la figure par application du théorème 
du no 1 : le point (jl, correspondant à un point M de la 
figure, est tel que les deux triangles «p^x, ABM soient 
directement semblables. 

3. Comme application, considérons une bielle AB 
dont l'extrémité A décrit un cercle de centre C, avec 
une vitesse angulaire uniforme donnée «, et dont 
l'extrémité B décrit une droite passant par le point C 
(fig. 79). 

1° Cinème du premier ordre. — A partir d'un point 
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-> 



quelconque, menons le vecteur Oa perpendiculaire à CA, 
dans le sens qui résulte du sens de la rotation du point A 
et de grandeur égal à u.CA, Ce vecteur est le vec* 
teur vitesse du point A. 

La vitesse du point B est dirigée suivant CB. On 





O' 




a 



Pig. 79. 



I 

obtiendra donc le point h en menant 05 parallèle à CB 
et ah perpendiculaire à AB (^). 

2° . Cinème du second ordre. — L'accélération du 
point A est dirigée suivant AC, du point A vers le 
point C et a pour grandeur : 

u^AC = =2 .AC = 



AC 



AC 



-y 



On construira donc aisément un vecteur wa équipoUent 
à Taccéléatiron du point A. 



(1) Il serait facile de déduire de cette construction celle 
qui a été donnée au n" 57, chap. VIII. 
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L'accélération du point B est dirigée suivant CB. 
Le point p se trouve donc sur la parallèle menée du\ 

point (o à CB. Menons le vecteur ap^, parallèle à BA, 

de même sens que BA et de grandeur égale à =—r 

BA 

Le point p se trouve sur la perpendiculaire élevée en ^ 

à a^i. Le point ^ est donc connu. 

Si Ton veut connaître par exemple la vitesse et 

r accélération du point M, milieu de AB, il suffit de 

marquer les milieux m de ah et \u de ap. Om et cojjl sont 
le vecteur vitesse et le vecteur accélération demandés. 



r 
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